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Vorwort. 

Ich glaube einem allgemeinen Wunsche zu entspreohen, wenn 
ich versuqhe, in diesem Erganzungsbande die neue Entwicklung 
darzudtellen, welohe seit den Jahren 1924 bis 1926 (L. de Broglie, 
Heisenberg, So hr 6 dinger) die auBere Eorm der Atomphysik 
umgestaltet hat. Dafi der inhere Gehalt der Theorie, d. h. ihre 
mit d.er Erfahi*ung vergleichbaren quantitativen Anssagen, diesen 
EriieuerungsprozeB in den meisten Punliten iiberdauert hat, ist 
flir den S^-chkundigen unverkeniiba r. Die neuQ Entwicklung be- 
deule t nicht einen Umsturz^ sondern eine erfreulichg Weitobtldung, 
des Bestehenden mit vielen grundsatzUch^n Klarungen und Ver- 
sohMungen/ 

Ich habe diesen Erganzungsband als „weUenmechanisoh“\be- 
zeichnet, weil die SohrSdirLgersohen Methoden in der praktischen 
Handhabung offensiohtlioh den spezitischen „quantenmeohanisohen“ 
Methoden iiberlegen sind. Aber ich habe andererseits keinen Zweifel 
dariiber gelassen, daB die allgemeinen Gedahken, welohe Heisenberg 
zur AufsteUung der Quantenmechanik gefiihrt haben, auoh fiir den 
Ausbau der WeUenmeohanik unentbehrlich sind, . Der ursprungUche 
Schrodingersche Standpunkt, daB tJbergange nur zwisohen 
koexistierenden Zustanden stattfinden sollen, ist offenbar zu eng 
und tut den Tatsaohen Zwang an; ich habe daher die gleich- 
berechtigte Behandlung von Zustanden und tJbergangen, wie sie 
Heisenberg von Anfang an vorsieht, in die WeUenmeohanik 
ubernommen, insbesondere bei der Ableitung der Erequenz-Be- 
dingung, der Polarisations- und Intensitats-Regeln in § 5 von 
Kap. I. Das bedeutet aUerdings einen Verzioht auf die weiter- 
gehenden weUen-kinematischen Ziele, die sich Schrodinger und 
de Broglie gesteUt hatten, und die Zuriioksteckung des Bildliohen 
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Vorwort- 


binter den Formalismus. Das Elektron bleibt auoh in der Wellen- 
meoliarLik letzten Endes eine Punkt-Ladung nnd das Liohtquant 
ein pnnktformiges Energie-Zentrum. Der Dualismns aber zwischen 
Lichtqnant nnd Lichtwelle dehnt sich ins Korpusknlare aus; neben 
der Elektronen-K-orpuskel haben wir die Elektronen-Welle, mit 
all’ ihren taglich sich hanfenden experimentellen Bestatigungen. 

Seit mehreren Semesternwar ich bemnlit, inmeinen Universitats- 
Vorlesnngen mir nnd meinen Znliorern die Haupt-Ergebnisse der 
WeUenmeoLanik in mogliohst einfacber Form klarzumachen. 
Es zeigte sich, daB in alien Fallen, die sich voUstandig integrieren 
lassen, die „Polynoiia-Methode“ ansreioht nnd ohne besondere 
fnnktionen-theoretische Hilfen znr endgiiltigen analytischen Dar- 
stellnng fiihrt, wahrend andererseits die ,,Methode der erzengenden 
Funktionen“, welche zwar oft sehr elegant, aber immer etwas 
khnstlich die Intensitats-Integrale liefert, sich ersetzen laBt dnxch 
die direkte Verwertnng der Orthogonalitats-Bedingungen. Es lag 
mir daran, solohe zwar nioht tief gehenden, aber einheithchen nnd 
vereinfachenden Gesichtspnhkte in der vorHegenden DarstelLnng 
dnrohzufhhren. Viel wesenthcher ist die Vereinfaohnng, welohe 
in der Diraoschen Theorie des Elektrons sich dadnroh erzielen 
lieB, daB die vierdimensionalen Matrizen fast ganz znrhckgedrangt 
nnd auf die nnmittelbar geometrisoh dentbaren zweidimensionalen 
Matrizen rednziert werden konnten. 

Die Darstellung dieses Erganznngsbandes schlieBt direkt an 
die vierte dentsche Anflage an. Anf diese beziehen sich alle Zitate, 
soweit sie dnrch Kap. 1 bis 9 oder Znsatz sonndso eingeleitet 
sind. Die beiden Kapitel dieses Erganznngsbandes werden im 
Gegensatz dazn als Kap. I nnd II bezeiohnet, so zwar, daB Kap. I 
die grundlegenden Begriffe nnd ihre Anwendnng anf elementarere 
Probleme enthalt, Kap. II die schwierigeren Stornngs- nnd 
Bengungs-Rechnungen nnd, als Schwierigstes, die relativistische 
Theorie des Elektrons. NaturMch kann der gegenwaxtige Band 
anch als Erganznng der enghschen Ansgabe dienen, wenn anch die 
Zitate nicht direkt anf diese Rhoksioht nehmen. 
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Als Leser habe ich, wie auch. bei den friiheren Anflagen des 
Hauptteiles, ebenso sehr den experimentell, wie den theoretisoh 
geriobteten Physiker vor Angen gebabt. Icb babe micb desbalb 
wesentbcb auf solcbe Probleme bescbrankt, die nninittelbares 
pbysikaliscbes Interesse beansprucben diirfen. Die allgemeinen 
Spekvilationen der Transformations-Tbeorie von Wabrscbeirdicb- 
keiten konunen demgegenuber sehr zu knrz, ebenso die prinzipiellen 
Pragen uber Unscbarfe und Beobachtbarkeit. ‘Cber diese all- 
gemeinen Dinge wird es, wie icb bore, bald andere Darstellungen 
von berufener Seite geben. Icb woUte dem bisberigen Cbarakter 
meines Bucbes treu bleiben nnd micb desbalb mogbchst an konkrete 
Fragen balten. Gem batte icb die Systematik der Spektren vom 
weUenmecbaniscben Standpunkt aus neu bearbeitet. Aber weder 
reicbte der Kaum nocb die Zeit dafiir aus; aucb wird die Tbeorie 
des relativistischen Elektrons nocb weiter geklart werden miissen, 
bevor diese Dinge binreicbend durcbsicbtig gemacbt werden konnen. 

In den § 4 und 7 von Kap. II liber Pboto- und Compton- 
Effekt babe icb micb der Mitwirkung meines KoUegen F. Kirobner 
zu erfreuen gebabt. Dr. S. Boobner verdanke icb viele matbe- 
matiscbe Hinweise und Anregungen. Mein besonderer Dank aber 
ricbtet sicb an meinen treuen Mitarbeiter Dr. K. Bechert, der 
mir nicbt nur in aUen tecbniscben Fragen des Druckes und in alien 
Einzelbeiten des Manuskripts unermudbcb zur Seite stand, sondern 
aucb an vielen SteHen selbstandig mitgewirkt bat, besonders in dem 
Schlufi-Paragrapben uber den Elektronen-Spin, so daJB icb obne 
seinen bingebenden Beistand zur gegebenen Zeit sobwerKob mit 
dieser Arbeit zum guten Ende gekommen ware. 

Miincben, August 1928. 


A. Sommerfeld. 
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Kapitel I. 

Einfuhrung in die Wellenmechanik. 

Gmndlagen und einfachste Anwendungen. 

§ 1 - 

Dio Schr6dingersche Wellengleiehung nnd die de Brogliesclie 

WeUenVdnge. 

D jr Gegensatz zwischen makroskopiscliem und mikroskopischem 
Geschehen ist oft betont worden. Makroskopisch sieht sich z. B. der 
Zustand eines Warme-Gleicbgewichtes ganz anders an als mikro- 
skopisch nach der kinetiscben Gastheorie. Auch Mechanik und 
Elektrodynamik sind makroskopisclien Ursprungs. Sie ungeandert 
auf die Verbaltnisse im Atom zu ubertragen, bedeutet eine an sick 
unberecktigte Zumutung an die Natur. Aber gewichtige Teilerfolge 
sprachen zugunsten der Extrapolation ins Mikroskopiscbe. Das 
Studium der inner-atomaren Elektronenbahnen, das fiir die gesamte 
Kenntnis des Atoms, insbesondere fur die Entzifferung der Spektren 
so ungeheuer frucbtbar geworden ist, beruhte auf der klassischen 
Mecbanik; und die Korrespondenz-Betracbtungen, die wir zur 
Beantwortung von Intensitats- und Polarisations-Eragen benotigten, 
wurden der klassischen Elektrodynamik entnommen. Was zu den 
klassischen Prinzipien hinzukam, waren zwei Quantenaxiome. Wir 
deuten sie, unter Hinweis auf Kap. 2, § 3 und Kap. 1, § 6, kurz an 
durch die beiden Gleichungen: 

(1) = nh (Quanten-Bedingung), 

(2) — Ez (Erequenz-Bedingung). 

Erstere definiert die ausgezeichneten oder stationaren Zustande 
des Atoms (allgemeiner des betreffenden Systems) und unterscheidet 
sie durch die ganze Zahl („ Quantenzahl”) n; letztere bestimmt 

Sommerield, Atomlaau trnd Spektrallinien. Brg.-Bd. 1 
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Kaj). I. Einfiihrung iii die Welleninechanik. 


die Ausstrahiung beim tTbergang aus einem ersten in einen zweiten 
Zustand durcb die zugehorigen Energien^) und -^ 2 * 

Aber verschiedene Anzeicben wiesen darauf bin, daB die 
mecbaniscben Gesetze, aucb wenn sie in solcber Weise quanteii- 
tbeoretiscb erganzt waren, nicbt die voile Wabrbeit trafen. Bin 
^ besonders einfacber FaU ihres Versagens zeigte sicb bei den Eotations- 
Banden der Molekiile- Diese waren nicbt ganzzahlig, sondern balb- 
zablig zu numerieren (vgl. Kap. 9, § 2, insbesondere S, 712), wenn 
anders die Erfabrungs-Tatsacben ungezwungen wiedergegeben werden 
soUten. Ein anderes viel diskutiertes Beisx^iel lieferte der anomale 
Zeeman-Effekt. Die nngemein genau verifizierbare Landescbe 
gr-Eormel verlangt n{n+ 1) bzw. j (^' + 1) .. . an alien Stellen, 
wo wir klassiscb bzw. f . .. erwarten sollten {vgL Kap. 8, S. 629). 
Man spracb voriibergebend von einem „ nicbt mecbaniscben Zwange“, 
von einer „mecbaniscb nicbt bescbreibbaren Zweideutigkeit des 
Modells“. Ferner versagte die bisberige Tbeorie bei Wecbselwirkungs- 
fragen, z. B. beim Hebumproblem, imd zwar aucb in solchen Fallen 
(hobere Serien), wo die Scbuld nicbt an dem problematiscben Helium- 
Modell (vgl. Kap. 3, § 6) liegen konnte. Allerdings bat sicb in- 
zwiscben gezeigt, daB ein TeH ilieser angebbcben VerstoBe gegen die 
Makro-Mecbanik nicbt der Mecbanik selbst zur Last zu legen ist, 
sondern der Struktur des Elektrons. Dies gilt insbesondere von der 
magneto-mechaniscben Anomabe beim Zeeman-Effekt (vgl. 8. 620 
und 635), vom Pascben-Back-Effekt des Wasserstoff-Atoms und 
von den balbzabbgen /-Werten in der allgememen Systematilc der 
Serien-Spektren. Aber es bleiben andere Unstimmigkeiten besteben, 
welcbe auf den Gegensatz zwiscben Mikro- und Makro-Mecbanik 
binweisen. 

Wie konnen wir nun obne zu groBe Willkiir zu einer den Atom- 
Vorgangen angepaBten Mikromecbanik gelangen? Wir folgen 
Erwin Scbrodinger^), wenn wir von dem umfassenden ana- 


^ ^ Wir bevorzugen im folgenden die Bezeiolmung E an Stelle des 

iruberen W, mn anzudeuten, daJ3 wir jetzt die Energie im allgemeinen 
^ders Mnmeren werden als friiher, namlicb von einem rationellon 
Ni^pi^ aus. Wabrend fiirs erste dieser Normierungs-Uiiteracbied 
belanglos ist, wird er wesentliob werden in § 5 und besonders bei der 
reiativistischen Verallgemeinerung in § 9. 

») Die ^dlegendoa Arbeiten von SohrSdinger erschienen in 
tinter dem Titel „ Quantisierung ala Eigenvr6rt5)roblem“, 
Mitteilungj Bd. 80, dritte Mitteilim^ Bd. 81 
vierto Mitteilimg. Femer Bd. 79 ..tJber dasVerhaitais der Heisenberg- 



§ 1. Mikro- iind Makromechajiik. 
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lytischen System der Hamiltonsohen Mechanik ausgehen. 
Hamilton entwickelte es im Zusammenhang mit seinen geometrisch- 
optischen Untersuolmngen der astronomischen Instrumented) und 
lieB sich von den Vorstellungen der damals (1828 bis 1837) auf- 
kommenden Wellenoptik inspirieren. 

Die Wellenoptik beschreibt die optisohen Vorgange duroli 
lineare partielleDifferentialgleichungen zweiter Ordnung 
und leitet aus ibnen die Wellenflaoben (Flaohen gleioher Phase) ab. 
Die Lichtstrahlen konnen weUenoptisch, wenigstens in isotropen 
Medien^ definiert v^erden als orthogonale Trajektorien der Wellen- 
flachen. 

Die geometrisohe oder Strahlenoptik andererseits war 
urspriinglich eine Mechanik Newtonscher Lioht-Partikeln; die 
Lichtstrahlen bedeuteten die Bahnen dieser Partikeln. Hamilton 
ubernahm nun aus der Wellenoptik den Begriff. der Wellenflachen 
und konstruierte sie als die zu den Lichtstrahlen orthogonalen 
Plachen. 1st S = Const die Gleiohung derselben, so geniigt S einer 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zweiten 
Grades. Dies ist die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung 
der Mechanik, S bedeutet entsprechend unserer friiheren Be- 
zeichnung von S. 782 die Hamiltonsche charakteristische Funktioii 
Oder „Wirkungsfunktion“. Man gelangt so zunachst zur Differential¬ 
gleichung und zur Wickungsfunktion fur den einzelnen Massenpunkt 
(die einzelne Lichtpartikel) und erweitert die Methode unsoliwer 
auf beliebige meohanische Systeme. 

Wir woUen nun den Hamiltonsohen Weg riiokwarts gehen, 
Wahrend Hamilton von der Wellenoptik uber die Strahlenoptik zur 
allgemeinen Formuherung der Makromechanik gelangte, wollen wir 
mit Schrodinger von der Makromechanik uber die Strahlen- uiid 
Wellenoptik zur Mikromechanik iibergehen. So wie die Wellen¬ 
optik eine Verfeinerung der Strahlenoptik fur Abmessungen von 
der GroBe der Wellenlange ist, so erwarten wir eine Mikromechanik 
zu gewinnen, welohe die Makromechanik verfeinert und fiir Atom- 
Dimensionen brauchbar maoht. 


Born-lord an schen Quantenmechanik zu der meinen“. Zusammen- 
gefstfit mit einer Kote aus den Naturwiss. in der Monographie: „Ab- 
handlungen* zur Wellenmeohanik**, Leipzig 1927, 2. Atifl., 1928. 

^) AuBer den in Zusatz 7, S. 803, gegebenen Literatur-Hachweisen 
vgl. besonders F. Klein: Entwicklung der Mathematik im 19. Jahr- 
hundert, Springer 1926, Bd. I, Kap. 6. 


1* 
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Kap, I. Einfuhnmg in die Wellenmechanik. 


Wir beginnen mit der Makromechanik des einzelnen Massen- 
punktes in rechtwinkligen Koordinaten. Ansgehend von der Energie- 
gleichnng [E = Energie-Konstante, V = potentielle Energie als 
reine Fnnlction der xyz)\ 

ffn I 

(3) (»“ -1- / + i®) = _ + 'pI -f- p|) = ^—7, 


erhalten wir nach den allgemeinen Hegeln von S. 782 die Hamilton- 
scbe partielle Differentialgleichnng: 


(4) —F), 



Andererseits schreiben wir die Differentialgleichnng der WeUen- 
optik an: 


( 5 ) 


An — 


1 


d^u d^u , d^ii 


u ist eine recbtwinklige Komponente des optischen Feldes oder des 
zngehbrigen Vektorpotentials, a die (von Ort zu Ort im allgemeinen 
variable) Phasen-Geschwindigkeit des Lichtes. Wir wollen aber die 
Zeitabbangigkeit, anf die wir erst in § 5 eingehen, sogleich eliminieren 
dnrcb den monoobromatischen Ansatz 

(5a) u ■= 

Wir setzen 

h 

a 


und nennen h die j,WeUenzahl“. Diese Benennung recbtfertigt 
sicb dadurcb, daI3 im Falle einer ebenen Welle (vgl. den ScbluB 
dieses §) h gleich 2 jt/A wird, wo A die Wellenltoge, d. b. die raumlicbe 
Periodizitat der ebenen Welle ist. h bedeutet also, genaner gesagt, 
die Anzabl der Wellenltogen, die bei der ebenen Welle anf 
Langeneinbeiten kommen. Ferner fiihren wir den Brecbungs- 
index n gegen Vaknnm ein (die Indizes 0 weisen anf „Vakuum'‘ bin, 
ist also gleicb der gewobnbehen Lichtgesohwindigkeit c): 


Mit diesen Bezeicbnungen folgt ans (5) nnd (5 a): 
(6) J ^ + V? =z 0. 






§ 1. Grenziibergang zur geometrisohen Optik. 
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Von iiier aus gewinnen vnx den tJbergang zur Strahlenoptik nach 
einem Gedanken von Debye^) folgendermaBen: In der Strahlen¬ 
optik sehen wir die Wellenlange 2,q als ,,klein“, also Jcq als „groB‘' 
an („klein‘‘ heiBt: unendHch klein gegen aUe vorkommenden Ab- 
messungen der optischen Apparatur). Wir schreiben: 

(6 a) ^ = A 

und behandeln darin A und S als ,,langsani vertoderliche GroBen*'; 
d. h. wir vernachlassigen in den Ableitungen 



d^S ^ ^ dAdS 



S 


alle niederen Potenzen von Jcq gegen die jeweils hochste. Gl. (6) 
geht dann nach Fortheben von liber in 

(7) = n^. 

Dies ist die Differentialgleichung des ,,Eikonals'S der fiir die 
Strahlenoptik charakteristisohen Funktion. Der Vergleich mit 
(4) liefert formal {auf eine Dimensions-Schwierigkeit gehen wir 
sogleioh ein) 

(8) 7^2 = 2 m (jB/ - F), 

Die Hamiltonsche Mechanik operiert also, wenn wir sie strahlen- 
optisch deuten, mit einem nacH MaBgabe von V variablen Brechungs- 
index; man hat etwas Ahnliches wie den krummlinigen Strahlen- 
gang in den Luftschichten der Erd-Atmosphare. Wir setzen diesen 
Wert von in die wellenoptisohe Differentialgleichung (6) ein und 
erhalten dadurch neben dem strahlenoptisohen ein wellenoptisches 
Abbxld der Mechanik: 

(9) ^ ^ + 2 m - F) = 0. 

Hierzu ist aber zunachst noch eine dimensionale Bemerkung zu 
machen. In Gl. (4) hat S die Dimension einer Wirkung (erg sec), 
dagegen in (7) die einer Lange. Daher kommt es, daB der Vergleich 
von (7) und (4) zu der dimensional falschen Formel (8) fiihrt (linlcs 
eine reine Verhaltniszahl, rechts eine Zahl von der Benennung g erg). 
Dementsprechend miissen wir jetzt die Dimension von ibg in (9) 
abandern: muB die Dimension einer reziproken Wirkung erhalten, 


Vgl. A. Sommerfeld und J. Bunge, Ann. d. Phys. 86, 290 

(1911). 
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walirend es urspriingKcli eine reziproke Lange war. Da tiberdies 
universell sein mnB, bietet sich als moglioher Wert^) dar 

( 10 ) *«=¥’ 

wobei natlirlich der Faktor 2 3r a priori willkurlich ist, aber a posteriori, 
durch den Vergleieh mit bekannten quantentheoretischen Losungen, 
eindeutig gerechtfertigt werden kann. Als endgiiltige Diffe- 
rentialgleicbung der Mikromechanik im einfachsten 
Falle (einzelner Massenpunkt, konservatives Kraftfeld) erhalten 
wir daher aus (9): 

( 11 ) + 2m(E — ijj = 0. 

Wir nennen diese Gleicbung die Wellengleicliung^), die 
Wellenf-unktion und betrachten (11) als Fundament der Wellen- 
mechanik. 

Zunachst woUen wir dieses Fundament verbreitern. Wir be¬ 
trachten statt eines mehrere frei bewegliche Massenpunkte, 
welche durch konservative Krafte miteinander gekoppelt sind. 
V soil also jetzt eine Funktion der Lagenkoordinaten dieser ver- 
schiedenen Massenpunkte sein. Den Fall, wo die Krafte kein Potential 
haben (magnetisohes Feld), woUen wir zuriickstellen, bis wir die 
relativistisohe Verallgemeinerung unserer Wellengleichung (vgl. § 9) 
vornehmen konnen. 

Wenn wir die Ableitung von (11) zuriickverfolgen, so ergibt 
aich smngemaB, daU wir im Energiesatz die kinetischen Energien 
iiberlagern miissen in der Form: 

(?» + Vy-^ 

1) Es ist zu bedauem, daJ3 Planck bei der Emfiihrung seiner 
Konstanten das Energieelement hv und nioht hco genannt hat. Im 
letzteren Fall© ware wegen (o = 2 Ttv der Wert von h gleich 

-— 6,55.10 “* erg sec. Statt (10) hatten wir dann Aq = 1/^undes 

wiirden sich auch sonst all© wellenmeohanischen Formeln vereinfachen. 
Wir werden gelegentlioh in der Folge, um stdrende Faktoren 2 ?? fort- 
zuschaffen, von der Abkiirzung in (10) Gebranch machen. 

2) Schrodinger selbst woUte urspriinglich den INfamen „Wellen- 
gleichimg“ fur eine zu (5) analog©, die Zeit ©nthaltend© Gleichung 
reservieren. Wir werden letztere zum Unterschied von (11) ©twa „Z©it- 
gleiehung** nennen; sie bat, wie wir in § 6 sehen werden, eine von (5) 
verschiedene Bauart. 



§ 1. Die Schrc)dingersche Wellengleichimg. 


7 


wo der Index a die einzelnen Massenpunkte numeriert. Driicken 
wir die p dnroli 8 aus und gehen von 8 zu tjj Tiber, so erhalten wir 
als Verallgemeinerung von (11), wenn wir noch den Faktor Jcq ans (10) 
nach links hintibernelinien: 

(12) 2 ^ - F) ^ = 0. 

O 7t Wta 

Der Index a bei A bedentet ersichtUcb, daB der Differential-Para¬ 
meter A in den rechtwinldigen Koordinaten %a a ten 

Massenpunktes zn bilden ist. ip selbst ist Punktion aller dieser 
Koordinaten und laBt sich im allgemeinen nicht in Bestandteile 
separieren, die nur von den Koordinaten je eines Punlctes ab- 
hangen. 

Es hat keine Schwierigkeit, fiir einen oder mehrere Massenpunkte 
statt der rechtwinkHgen krummlinige Koordinaten einzufiihren. 
Dazu ist es nur ndtig, in der Wellengleiohung die betreffenden 
Differential-Ausdrucke A a nach bekannten Begeln in die neuen 
Koordinaten zu transfornaieren. Handelt es sich nicht um freie, 
sondern um gebundene Massenpunkte, zwischenderenKoordinaten 
Bedingungsgleichungen bestehen, so hat man, wie in der gewohn- 
liohen Mechanik, generalisierte (Lagrangesohe) Koordinaten ein- 
zufiihren, durch welche die Bedingungsgleichungen eliminiert 
werden. Doch ziehen wir es vor, auf diese Aligemeinheiten erst bei 
Gelegenheit eines spezieUen Beispiels (§ 11) einzugehen. 

Sc hr 6 dinger hat auch eine sehr interessante Methode ent- 
wickelt, die Wellengleichung im spezieUen PaU eines Massenpunktes 
Oder im aUgemeinen PaU eines meohanisohen Systems aus einem 
Variationsproblem abzuleiten. Indessen werden wir auch darauf 
erst spater zu sprechen kommen, im Zusammenhang mit der 
relativistischen VeraUgemeinerung der WeUengleichung (§ 9). 

Zur Integration der WeUengleichung woUen wir hier nur be- 
merken: Es kommt darauf an, solche Integrale ijj zu finden, die 
im ganzen Qtiltigkeitsbereich der Koordinaten ein- 
deutig und stetig sind, mit EinschluB der Grenz- oder Rand- 
punkte. Die solohergestalt auftretende Randbedingung der 
Stetigkeit Uefert nun iiberraschenderweise einen vollen Ersatz 
fur unsere Quantenbedingung (1). Die in (1) auftretende Quanten- 
zahl n steUt sich von selbst bei der Ldsung des betreffenden ,,Rand- 
wertproblems^' ein. Unsere Quantenbedingung (1) wird auf 
diese Weise als besonderes Axiom entbehrlich, Uberdies 
wird sie, wie wir sehen werden, gleichzeitig in vielen Pallen berichtigt. 
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Die Sache liegt hier ahnlich wie bei den Randwert-Problemen der 
gewohmlichen ]\Iecbanik, z. B. bei der schwingenden Saite. Auch 
hier wird dnrch die Randbedingung (Befestigung der Saite an ihren 
Endeh) eine ganze Zalil n eingefiihrt, welche die verschiedenen 
Schwingungsformen von Grundton und Obertonen unterscheidet 
und gleich der Anzahl der OsciUationen oder der um 1 vermehrten 
Anzahl der Knoten ist. 

Um auch die Erequenz-Bedingung (2) (in gewissem Sinne) 
wellenmechanisch entbehrlich zu machen, miissen wir unsere Wellen- 
gleichung weiter ausbauen {§ 5) und in bezug auf ihre Abhangigkeit 
von der Zeit erganzen. 

Zum SchluB betraohten wir als denkbar einiachstes Anwendungs- 
Beispiel der Wellengleichung: einen Massenpunkt im krafte- 
freien Ealle {V = 0). Nach (11) haben wir dann die Differential- 
gleichung: 

(13) Jil, + k^7p = 0, mE. 


Wir integrieren sie wie im optischen Problem der ebenen Welle. 
Indem wir die positive aj-Richtung auszeichnen, schreiben wir 

(14) ^ = 

Der Bereich der cc-Koordinate erstreckt sich von x — — oo bis 
= + oo • Unsere Ldsung ist einschlieBlich dieser Grenzpunkte 
eindeutig und stetig, geniigt also unserer aUgemeineii Randbedingung, 
und zwar fiir jeden positiven Wert von E, Wahrend in 
anderen E^en die Randbedingung nur durch spezielle Wahl von E 
erfiillt werden kann, bleibt E hier unbestimmt. Wif deuten E als 
kinetische Energie unseres Massenpunktes, setzen also E ^ mv^ 12. 
Dadurch ergibt sich aus (13) 

(15) Jc = 


Die raumUche Periods unserer ^-Eunktion, d. h. die Wellenlange X 
wird also 


(16) 


2 3r_ h 

h mv 


Auf diese Weise wird der translatorischen Bewegung eines Massen¬ 
punktes eine Wellenlange X zugeordnet. Wir nennen (14) eine 
de Broglie-Welle und (16) die de Brogliesche Wellenlange, 
In der Tat hat Louis de Broglie in seiner These (Paris 1924) 
noch vor den Schrodingerschen Arbeiten diese Zuordnung vor- 


§ 1. Die de Brogliesche Wellen] 
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genommen. Die Gedankengtoge, die ih.n dazu JtISlirt li4Me1ti,^er(ien 
wir in § 5 andeuten. Dort werden wir auch^i^ei^^ welche BoUe 
im Wellenbild der ^-Funktion die Geschwindi^keitoi^d^^ 
teilchens spielt (Gruppen-Gesch-windigkeit im Gegensatz^ii!t^'1f^i3ilteWy - 
Geschmndigkeit). Hier soil nur betont werden, dafi die Aiifiassung 
der Korpuskeln (Elektronen nnd Atome) als Wellen bereits experi- 
mentelle Friickte getragen bat (Naberes in Kap. II, § 5 und 6). Wir 
sprecben bereits von einer ,,Beugung der Elektronen am KristaU- 
gitter" imd vergleicben die experimenteU erhaltenen Beugungs- 
Bicbtnngen mit denjenigen bei den Eontgenstrablen. Die Doppel- 
natur des Licbtes als Licbtwelle und Licbtq^uant iibertragt sich also 
auf die Elektronen und weiterbin auf die Atome: neben ibrer 
korpuskularen Natur kommt mebr und mehr, tbeoretiscb und 
experimenteU, ibre WeUennatur zur Geltung. 


§ 2 . 

Erlauterung der matbematisclien Metbode: 

Kugelfunlitionen, Besselsebe Funktionen. 

Im folgenden werden uns fortgesetzt bneare Differential- 
gleicbungen begegnen, die so zu integrieren sind, daB die Losungen 
in einem vorgegebenen Bereicb eindeutig und einscblieBlicb der 
Bandpunkte stetig sind. Das ist in der Regel nur mogliob, wenn 
in der Differentialgleicbung ein verfiigbarer Parameter vorkommt, 
dem man passende Werte erteilt. Diese Werte beiBen Eigenwerte, 
die zugeborigen Losungen Eigenfunktionen. Die ganze Tbeorie 
ist urspriingUcb fiir die scbwingende Saite mit ortbcb variabler 
Massenverteilung oder, was auf dasselbe binauskommt, fur die 
Warmeleitung in einem Stabe mit ortUcb variabler Leitfabigkeit 
(Sturm-Liouvillescbe Probleme) entwickelt^). Wir geben bier 
naturbcb nur so viel von dieser Tbeorie, als wir unbedingt notig 
baben werden, und erlautern das Verfabren sogleicb an spezieUen 
Beispielen. 

A. Kugelfunktionen. 

Ausgebend vori der Scbwingungsgleicbung in drei Dimensionen; 

Au-\- k^u = 0 , 


Vgl. bieriiber und uber alle mathematiscben Randwertprobleme 
das vorziiglicbe Werk von Gourant-Hilbert, Metboden der matbem. 
Physik. Springer, 1924. 
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wie sie etwa in der Alcustik auftritt, fuhre man bei einem Rand- 
wertproblem mit Kngel-Symmetric Polarkoordinaten r, <p ein. 
Man erhMt bekanntlich: 


^ ^ dr\ dr 


du\ 




(si: 


sin % 


du 


+ 


1 d^u 


d%') ' Sind'S- 




Wir wiinsclien diese Gleichnng dnrch Separation zu integrieren 
(vgl. die entsprechende Methode bei der Hamiltonsohen Diffe- 
rentialgleichung der gewdhniichen Mecbamk, S. 783), d. h. wir setzen 
% = 5(r)@ (O’)^(^), 

Wahrend B erst duroli eine Randbedingung voUstandig bestimmt 
wild, die fiir eine eventuelle auBere Begrenznngskngel vorzusohreiben 
ware, sind @ tind 0 bereits dnrch die Porderung der Eindeutigkeit 
nnd Stetigkeit in den Koordinaten-Bereiohen 


—gr<(p<I 4- It 

defioiert, bis auf je eine verfligbar bleibende ganze Zahl, wie wir 
sogleich sehen werden. 

Wir betrachten ziinachst O (g?). gjkonnen wir als zyklische 
Koordinate bezeichnen (vgl. S. 786), da sie in der Differential- 
gleichung (1) nioht explizite vorkommt. Dem entspricht es, da6 wir 
® (g>) = e* setzen. Die Porderung der Eindeutigkeit fiihrt 
auf ganzzahliges m. 

Wir tragen ^ in die Differentialgleichung ein, dividieren dnrch 
nnd multiplizieren mit r^. Es entsteht: 


(la) 


2jUf® ^ r dr^ -^J 
__1/_J_ d 
® \sini 


\sin# d%‘ 



m^®\ 
sin®'9'/' 


Der gemeinsame Wert der Hnken -and rechten Seite mufi gleich 
einer Konstanten, sagen -wir X, sein. Daher die DifferentiaJgleichiing 


fiir ®: 
(lb) 


1 d \ . - d®i , m® \ 

sin^ d^ d r sin® %■) 


® = Q. 


Die „Separations-Konstante“ X ist zugleich der ,,Eigenwert-Para- 
rneter"' dieser Differentialgleichung. Wir fiihren x = cos ^ als 
unabhangige Variable ein, schreiben ® (^) == y {x) nnd beriick- 
sichtigen 

sin-O’d^ = — dx^ sin O' = — (1 ^ 



§ 2 A. Linear© Differentialgleichungen. 
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Dann ergibt sich aus (lb): 

(2) + —j-^)2/ = 0. 

Dies ist die Differentialgleicbung der allgemeinen (sogenannten 
zugeordneten) Kugelfunktionen. Das Produkt 2 /(cos (g)) 
ist eine ,,KiigelElaolieiifiinktion“, undzwar eine sogenaimte tesserale^). 

Singulare Stellen einer linearen Differentialgleicbung nemt 
man solche Werte der unabbangigen Variablen x, fur welcbe einer 
der Koeffizienten unendlicb wird. Dabei ist vorausgesetzt, daB 
der Koeffizient der bdcbsten Ableitung von y (iurcb Division zu 1 
normiert ist. AUe anderen Stellen beiBen regular. Eine singulare 
Stelle beiBt auBerwesentlicb singular, wenn in ibr eine Potenz- 
Entwicklung moglicb ist, die nur eine endbobe Zabl von GHedern 
mit negativen Exponenten enthalt. Andernfalls begt eine we- 
sentlicb singulare Stelle vor. Die regul^en und auBerwesent- 
lich singularen Stellen faBt man auch als Stellen der Bestimmt- 
beit zusammen. Um den Exponenten a des Anfangsgliedes der 
Potenzentwicklung fiir eine Stelle 2 ; = a; — = 0 zu bestimmen, 

macbt man den Ansatz 

(3) 2/ = {(Xo + «! 2 + »2 H-) 

und bestimmt a als Wurzel einer quadratiscben Gleicbung (wir 
bescbranken uns auf Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die 
wir als normiert im obigen Sinne voraussetzen), der sogenannten 
cbarakteristisoben Gleicbung. Man erbalt sie, wenn man 
den Ansatz (3) in die liiike Seite der Differentialgleicbung eintragt 
und den Faktor der niedrigsten Potenz — ® gleich Null setzt. Ni^- 
setzen der Faktoren der folgenden boberen Potenzen liefert eine 
Rekursionsformel fur die a*. Die Rekursionsformel gewinnt 
man bequemer durch einen Wecbsel der abbangigen Variablen, 
indem man ansetzt 

(4) y = V ayZ^ 

und die ak aus der Differentialgleicbung fiir v berecbnet. 

Das allgemeine Kriterium fiir eine auBerwesentlicbe Smgularitat 
lautet, wie das soeben gescbilderte Verfabren ui^ttelb^ 
die Koeffizienten von ?/", y\ V in der urspriingbcben Differential- 
gleichung diirfen fiir die fragUche Stelle z = 0 relativ zuemander 
nicht starker unendlicb werden als bzw. 

' ,11 

(^) 21’ 

Unterscheiden sicb die beiden Wurzeln cbar^teri- 

stischen Gleicbung um eine ganze Zabl, so treten in einer der beiden 

Die Bezeicbnungen zonale, tesserale und (als Spezialfall bei 
maximalem m) sektorielle Kugelflaohenfunkfcion riibren von Maxwell 
her; vgl. das sebr lesenswerte Kap. 9 des Treatise. 
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Partikular-Losungen Besonderheiten {logarithmische Glieder) auf; 
■wir gehen darauf nicht ein, weil wir uns nur fiir die stetigen Losungen 
unserer Differentialgleichungen interessieren. 


Im Ealle der Differentialgleietung (2) sind die Stellen a; = ± 1 
und X = oo singular, iind zwar, wie wir zeigen werden, aufier- 
wesentlich singular. Setzen wir z. B., um die SteUe a; = 1 zu 
untersucken, z = a; — 1, so geht (2) Tiber in 


7 TfS ^ ~ \z(z+2) + 3* (3 + 2)7 


y — 0. 


Das Kriterium (5) zeigt also in der Tat, daB z = 0 eine auBer- 
wesentlicb singulare Stelle ist. Eerner folgt, wenn wir den Ansatz 
(3) benutzen und den Faktor von — ^ 


da man als von Null versohieden voraussetzen darf, wird die 
charakteristische Gleiehung: 


( 6 ) 




Dieselben Exponenten ergeben sieh. fur die Stelle x = — I aus der 
Substitution z = a; + 1. 


Um die Stelle x = oo zu untersuohen, macht man die aus 
der Funl?tionentheorie bekannte Substitution x= 1/^- und erhMt 
im Falle von (2) (die Punkte bedeuten Differentiationen nacb ^); 


y + 


2t 


2 / + 


1 




\ 


y = 0, 


Anwendung des Kriteriums (5) zeigt wie oben, daB auch i = 0 
auBerwesentlicb singular ist. Die charakteristische Gleichung wird 
a (c6 — 1) — A = 0. 


Wegen der verlangten Stetigkeit von y im Bereich — 1 ^ ^ + 1 
suchen wir nun denjenigen Funktionszweig, der an den beiden 


m 


Grenzen a; = ± 1 den Exponenten + — hat (m als positiv voraus- 
gesetzt). Nach Anweisung der GL (4) setzen wir also 

(7) y=^(l — x^)~v, 

indem wir gleichzeitig die beiden charakteristischen Potenzen z“ 

( m \ 

ot= + ~, z=a;^ll 



I a 


§2A. Polynom-Methode bei Kugolfunkt.ioiicii. 

von y abspalten* Fur v ergibt sioli leicht durch Umrechivuiig von (2) 
die Differentialgleiohung: 

(8) (1 - x^)v" -%{m+l)xv' -\- {X — m -- ^ <>• 

8ie laBt sich integrieren duroh den Ansatz: 

(9) v — 

fur die ergibt sich duroh Eintragen in die Differontinlgloichuiig 
und NuUsetzen des Factors von x^ die folgende BokurHionHfeirnud: 

(10) (v + 2)(v4-l)a,+a={v(v—l)+2(m+l)v —iH + 

Sorgen wir duroh. Wahl von X dafiir, daB der Faktor von Hag(Ui 
wir fur v h, verschwindet, so verschwinden naoh dor iiokiirHioiiH- 
formel alle Koeffizienten ajj. + 2 , ®jt + 4 • • ■ iinsoro (\)) 

bricht mit dem Gliede v ^ h aib; sie enthalt, ebenfalls iitudi <l(^r 
Rekursionsformel, nur gerade oder nur nngerade Potonztni >•'011 ,r, 
je nachdem wir sie mit oder mit a-^x beginnen laHHtui. 

Wahl von A bedeutet die Bestimmnng des Eigonwcu'tt^s dor 
Kugelfunktionen. Mit v = Jc wird 

X = k {lo — 1) 2 [m1) k m (m + 1 ) 

== (Jc + m) (7c + m + 1). 

Da auf diese Weise 0 vom Grade k wird, ergibt sich als (Jrad 
der ziigehorigen Eigenfunktion y, vgl. (7), A? + wofilr wir 
n setzen woUen; in diesem n gesohrieben, lautot der .lOig<nnv<'irt 
einfach: 

( 11 ) X=n{n+1), 

Die vorstehende Bestimmung von Eigenwert und Tfligi^nfujiktiou 
ist in alien Fallen anwendbar, wo die Differentialgloiohutig auf 
zweigliedrige Refcursionsformel fiihrt. Wir wortloji 
daB dies in alien Qnantenproblemen der Fall ist, dic^ Hicdi t^Xiikt 
(ohne Naherungs- bzw. Stdrungs-Bechnung) Idsen lasson. 
gliedrigkeit der Rekursionsformel kann manmrekt aus der Di f'for*<^ntial» 
gleiehung ablesen: Setzen wir fur v eine Potenz oiu, ho diirk^ji 
nach Ausmultiplizieren mit den Koeffizienten dor .l)iff(U'(UitiaJ- 
gleichung nur zwei Potenzen (in unserem Falle sind es rr*' und ‘ 
auftreten. Es laBt sich auch allgemein entsohoiden, oh oiuo vor- 
gelegte Differentialgleiohung in eine solche mit zwoigluidrigor H(s 
kursionsformel transformiert werden kann^). 

Unser Verfahren, das auf dem erzwungenen Abbi'ofjhou e^inor 
Potenzreihe beruht, nennen wir allgemein Polynom-JM(dduxlo, 

A. R. Forsyth, Lehrbuch der Differentialgloichxingcui, 2, Aufl., 
S. 589ff. Braunschweig 1912, 
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Es ist klar, daB es hinreiohenden Charakter hat. Denn unser 
Polynom ist [auch nach Multiplikation mit den abgespaltenen 
Faktoren, vgl. (7)] sicker stetig in dem betrachteten Bereich (bier 
a; = — 1 bis a; = -|- 1), stellt also eine Eigenfunktion dar. DaB 
unser Verfahren auch notwendigen Charakter hat, d. h. daB es 
auBer den gefundenen keine anderen Eigenfunktionen der Diffe- 
rentialgleichung gibt, laBt sich, wenigstens im Falle der Kugel- 
funktionen, unschwer zeigen^), darf aber hier iibergangen werden. 

Die iibliche Bezeichnung fur unser y aus Gl. (7) ist 
Da h als Grad des Polynoms (9) eine positive ganze Zahl ist und da 
in den Eigenfunktionen auch m als positiv und ganzzahhg zu wahlen 
ist (letzteres wegen der verlangten Eindeutigkeit von so 

wird auch n = h-\- m eine ganze Zahl groBer oder gleich Halt 
man also n fest, so gibt es + 1 Eigenfunktionen die erste 
derselben, fiir m = 0, ist die Kugelfunktion 7^ten Grades im engeren 
Sinne und wird schlechtweg P^ geschrieben (zonale KugeHuhktion 
Oder Legendresches Polynom). Die anderen n sind die ihr „ZU" 
geordneten*' Funktionen desselben Grades n. Die letzte, fiir m = n 
(sektorieUe Kugelfunktion), wird nach (7) proportional zu 

m 

(1 — — (sin'B’)”^ 

Differentiiert man Gl. (8) nach x, so entsteht fur v' eine Differential- 
gleichung, die sich von derjenigen fiir v nur dadurch unterscheidet, 
das m + 1 an die SteUe von m getreten ist. Daraus schlieBt man, 
daB in der Keihe der Funktionen P„. P^, ... P*”, P”^ + ^ das zu leder 
folgenden gehorende Polynom v aus dem vorhergehenden duroh 
Differentiation gewonnen werden kann. Somit ergibt sich eine Dar- 
stellung der zugeordneten Kugelfunktionen durch die Legendre- 
schen Polynome: 

(12) J^(a:) = (l_a:#^P„(4 

In dieser Gleichsetzung ist bereits die iibliche Normierung der zu¬ 
geordneten P^ enthalten. Die Pn selbst werden seit Legendre 
normiert durch die Festsetzung: 

(12a) P„(l) = 1. 


Am einfachsten fuaktioneatheoretisch, vgl. K. Bechert, Ann. 
d. Phys. 83, 906 (1927). 


§ 2 A. Graphisohe tmd analytische Darstellung der Kugelfunktionen. 15 


Jedoch 'werden wir spater eine andere Normierung kennenlernen, die 
aiif denfiir alle Eigenfunktionen giiltigen OrthogonaHtto-Bezieliungen 
beruht. 

Es sei noch bemerkt, daB die Anzahl der Kugelflaclieii- 
Funktionen (Eigenfunktionen des zweidimensionalen Problems in 
d' und (p) niobt gleich n-\- \ ist, sondern wegen des doppelten Vor- 
zeichens in (12b) gleich 2 ? 4 +l; die Gesamtheit derselben wird 
namlioh dargestellt in der Form: 

( 12 b) Unm = 


Kg. 1 . 



= aind maBatabgerecM eingetragen: 

PoO = ij p,o = *j P20 = i.a,2_±; 


Kg, 2. 



Die zugeordneten Kiigelfunktionen 


m 

Pjf(ar)=(l-“a2)2 


dV^P^ix) 


siud duich geeignete Faktoren dividiert, 
so daJS das Maximum jedes P^ gleich 1 
wurde. Die Figur zeigt: 


B. Besselsche Funktionen. 


Wir gehen zu Gl. ( 1 ) zuriiok und betraohten nunmehr den 
radialen Bestandteil E der dort eingefiihrten Losung. Die Differential- 
gleichung desselben lautet nach (la): 


(13) 


d!^B 2 dB 
dr^ ' r dr 


+(p-‘)s = o 


Oder, wenu -wir fur A den. Bigenwert (11) eintragen und fcr = 9 
setzen (Siaiche bedeuten weiterhin Ableitungen nach q) : 

(IS.) = 

Nach der Bedentung von r sind die Grenzpuhkte des Bereiches 
in 9 die Werte p = 0 und q= 00. Das Eriterium ( 6 ) lehrt un- 
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mittelbar, daB ^ = 0 ein auBerwesentlich singularer Punkt 

ist. Setzt man E= (^o + 9 + <^2 9® H-) bestimmt den 

Eaktor von auf der Hnken Seite von (13 a), so Hefert dieser, 

gleich Null gesetzt, die cbaxakteristische Gleichung: 


also 


a (a-- 1) + 2 a - (% + 1) == 0, 

a = n Oder a = n — 1. 


Fiir unsere Zwecke kommt nur die positive Wurzel a = n in Betracht. 
Die Entwicklung von B fiir die Nabe des NuUpunktes lautet also: 

(14) i? = (Aq 4- 9 H - ). 

Der Punkt 00 dagegenist-wesentlich singular. Wirunter- 
suchen das asymptotiscbe Verhalten in diesem Punltte nacb 
einer Methode, die zwar mathematisch etwas kiibn ist, die uns aber 
aucb in spateren Fallen stets direkt und sicker zum Ziele fuhren 
wird. Fur groBe Werte von p gebt (13a) iiber in: 

(13b) JR ^ 0, 


und wd integriert durcb die beiden Partikular-Losungen 


(14a) B = bzw. B = 


Wir konnen sogleicb eine zweite Naberung finden, indem wir z. B. den 
Koeffizienten A als ^^langsam veranderbcbe GroBe“ voraussetzen. 
Damit ist (wie S.5) gemeint, daB wir zwar J.' als von Null ver- 
schieden anseben, aber A'' und A*fq sowie^/p^ vernacblassigen. 
Durcb Einsetzen in (13 a) ergibt sicb daraufhin, bei Unterdriickung 
des gemeinsamen Faktors 


(13c) 


2iA' -ir — A = 0, 

9 


A = 


Const 

9 


Dasselbe gilt fiir B. Beide Partikular-Losungen sind also fiir p == 00 
nicbt nur endbcb, sondern verscbwinden sogar. Daraus folgt, daB 
die LSsung (14), die fiir p == 00 in eine Kombination der Partikular- 
Losungen (14 a) libergeben muB, die zu fordernde Stetigkeits- 
bedingung nicbt nur fiir ^ = 0, sondern aucb fiir p = 00 erfiillt; 
das Unendbcbe bringt keine neue Bedingung fitr die Eigenfunktion B 
mit sicb. Der in der Differentialgleicbung (13) nocb vorkommende 
Parameter h bleibt also unbestimmt bei unbegrenztem Gebiet; 
ware dagegen das Gebiet durcb eine Kugel r = a begrenzt, fiir 
welcbe B etwa verscbwinden soli, so wiirde sicb eine transzendente 
Gleicbung fiir h ergeben und ein ,,diskontinuierbcbes Spektrum‘‘ 
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der A;-Werte. Beim unbegrenzteu Gebiet konnen wir von einem 
5 ,kontinuierlichen Spektrum” sprecken. 

Wir zeigen sodann, daB unsere Eigenfunktion (14) im wesent- 
Hchen eine Besselsohe Funktion ist, daB namHch gilt: 

( 15 ) = + 

In der Tat, setzt man dies in (13 a) ein, so erhalt man nacb leichter 
XJmrechnung fiir J die Differentialgleiokung; 



Dies ist die bekannte Differentialgleichung der Besselschen Funktion 
vom Index 9^+34- sich in (15) nur um die im EndUcken 

endliche Losung J derselben, nicht etwa um die sogenannten 
Hankelscken Losungen H handeln karni, folgt aus unserer Stetig- 
keitsforderung fur p = 0. 

Wakrend wir im folgenden dauernd mit KugeKunlitionen zu 
tun kaben werden, werden wir die Besselschen Funktionen nicht 
direkt ndtig kaben. Wokl aber wird uns die Metkode zur Ge- 
winnung asymptotiscker Darstellungen, die wir an diesem Beispiel 
entwickelten, vielfack niitzlick sein. 

§ 3 . 

Oscillator und Rotator, 
ikre Eigenwerte nack der Wellenmechanik. 

In diesem § berichtigen wir zunackst Kap. 2, § 3, indem wir die 
friikere Quantenbedingung ersetzen durch die Stetigkeits-Forderung 
der betreffenden Eigenfunktionen. 

A. Der lineare harmonisoke Oscillator. 

Er besitzt bei der Aussckwingung x die potentieUe Energie 

( 1 ) = 

(Uq = 2 xvq ist die Kreisfrequenz seiner Eigensckwingung (im 
klassisok-mechaniscken Sinne). Diese berechnet sick aus der Kon- 
stanten h im Ausdruck der riicktreibenden Federwirkung {— lex) 
und der Masse m des Oscillators: ojq = hjm, Nack Gl. (11)in § 1 

Sommeifeld, Atomliau und Spektrallinien, Erg.-Bd. O 
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wird die W'ellengleichung des Oscillators mit dem genaniiten Worto 
von V : 

r2> S + 0; 


/. iind a Sind Abkiirzungen fiir die fojgenden GrSBen: 


liaj 


X = ^mE, 


2 7tma)Q 

h 


Der Bereieh der Koordinate x erstreckt sich von a; == — oo bis 
.r = — cc: diese Grenzpunkte des Bereichs sind ‘ weaeiitlich 
singular. Wir erkennen dies, weim wir das asymptotisehe Ver- 
halten von rp fiir groBe x aufsuchen. Dann ist X gegeu 
streichen und (2) geht iiber in Diese Gleichung wird 

jvgl. den vorigen §, Gl. 13 b) asymptotisch integriert durch: 

± —a:2 

1 5) Ip z=: e ^ , 

Daraiis folgt namKch: 


4’’ = +axilj, f" ~ 

{letzteres unter Vernachlassigung eines Gliedes, welches in a; voa 
niedrigerer Ordnung ist). Von den beiden Vorzeichen in (3) kdnnon 
wir ni^das nntere branchen, da fto a; = ± oo endlioh bleibou 
sou. Wir setzen daher, ahnhch wie in Gl. (7) des vorigen §: 

a ^ 

'A* ^ = 

und bestimmen „ (ohne Vemachlaesigung) aus der Differential- 

gleichung (2). Aus (4) berechnet man mit der Abktozung F=e~^ : 

V = F (r' — axv), 


jp F (v 2axv' — av-\-a^x^v)' 


!5) 


» -2aj;u'+(;i_a)u = o. 

* V.,Snd»Ucl.o 

^ ^ ~ yax; 

Aus (drS^dXn^r^ ^ Punkte angedeutet werden. 


lAl 
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Diese Gleichung integrieren wir duroh die Potenzreihe 
( 6 a) « = 

und erhalten aus ( 6 ) durch Nullsetzen des Gliedes mit die 
zweigliedrige Rekursionsformel: 

(v + 2 ) (v -f- 1 ) 2 + — 1 — 2vjay = 0 . 


Fig. 3. 



JTo = l, = = —2, ir3 = 8^3-12|, H4 = 16i4 — 48^2^-12. 

'Wegeu der hier gowU.hlteii Normieniug der V § 6 A. 


Wir wollen die Potenzreihe mit dem Gliede v = n zum Abbrechen 
bringen. Dazu haben wir nur notig, den Paktor von in der Ee- 
knrsionsformel gleich Null zn setzen, woranf alle folgenden Koeffi- 
zienten + 2 ? + 4 • • • verschwinden^). Also 

(7) - = 2n+\. 

oc 

Oder wegen (2 a) 

(7.) 25, = (» + i)jg. 

Nach der friiberen Behandlung mittels der Quanten-Bedingung 
^pdq := nil findet man bekanntlich fiir das nte> Energie-Niveau 
nhvQ= nh Der charakteristische Unterschied be- 

steht also in dem Auftreten halber statt ganzer Zablen. 

Die Gestalt der Rekursionsforrael zeigt munittelbar, dai3 all- 
gemeia nur entweder die geraden oder die ungeraden Koeffizienten 
von Null verschieden sein konnen. 


2* 
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Wegen der experimentellen Bestatigung dieses Eesnltates 
vgl. die Angaben unter D, insbesondere Anm. 1 u. 2 von S. 29. 

Die Polynome (6 a), zu denen wir so gelangen, beiBen (bei ge- 
eigneter Normierung, auf die wir in § 6 eingeben) Hermitescbe 
Polynome. Man sobreibt v = und bat fiir die nte Eigen- 
funktion des Oscillators nacb (4) 

( 8 ) = e 

Die sind gerade oder ungerade in je nacbdem n gerade 
Oder ungerade ist. ist identiscb mit der Feblerkurve, da = Const 
ist. Eine grapbiscbe Wiedergabe^) der ersten funf Eigenfunktionen 
zeigt Kg. 3. DaB die wirklicb der Stetigkeitsforderung im Ge- 
biete ~ oo ^ | ^ + oa geniigen, wird durcb ibre Polynom-Dar- 
stellung (8) gesichert. 


B. Der Rotator im Raum. 


Wir denken, wie in Kap. 2, S. 100, an einen Massenpunkt m, 
der um ein festes Zentrum in dem gegebenen Abstande a umlauft, 
woHen aber nicbt, wie dort, den ebenen Umlauf auf einem Kreise, 
sondern sogleicb den Umlauf auf einer Kugel, also den Pall von 
zwei Ereibeitsgraden betraohten. Auf den Rotator in der Bbene 
kommen wir sogleicb zuriiok. Die potentieUe Energie ist bei un- 
veranderlicbem a konstant und kann gleicb Null gesetzt werden. 
Der Ausdruck welcher in der Wellengleicbung die kinetiscbe 
Energie vertritt, ist in raumbcben Polarkoordinaten r, tp nacb 
61. (1) in § 2, wenn man djdf = 0 und r ^ a macbt: 

^ sin d%' V d%7 sin^ %' d(p^ 

Daber die Wellengleicbung mit F = 0 und J^ma^ (Tragbeits- 
moment des Massenpunktes m um das feste Zentrum): 


( 9 ) 


sinO + “ 


Tjj = 


0 . 


Dies ist die Differentialgleicbung der Kugeblacbenfunktionen, die 
in § 2 durcb den Ansatz ® 0 integriert wurde. Der dort mit A be- 
zeicbnete Eigenwert-Parameter ist bier vertreten durcb 




^) Nacb E. Sobrodinger, Naturwiss. 14, 664 (1926). 
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Demnacli folgt aus Gl. (11) daselbst^) 

( 10 ) = +■ 1 )- 

Wir vergleichen dies Resultat mit der frizhereix Beliaxiclluug in 
Kap. 2, S. 100, Oder direkter mit Kap. 9, S. 705, Gl. (!)• iitoi- 

schied besteht darin, daB m {m 1) an die Stelle von gotreteu 
ist. Da m (w + 1) = (?w + l)^ ^ i ist, so besteht auoh Iner wio 
beim Oscillator der wesentliobe Unterschied darin, dalJ an k o o 
der ganzen Quantenzablen halbe treten. 
namKch fur den Gebraucb bei den Rotations-Banden dio Djffcronz 
der Eigenwerte (Energie-Niveaus) beim IS^bergang ^ 

hebt sich die Konstante i fort und man bekommt: 

4 

^2 K + 1 ) - (^1 + 1 ) = (^2 + 

an Stelle von bei der fruheren Behatidlung. 

diese balbzablige Numerierung braucbt man aber, wio atn Anfang 
von § 1 bemerkt mirde, wenn man dem Tatbestand dor lilotatiotiH- 
banden gereoht werden mil®). 

Zu dem Eigenwerte (10) gehort als Eigonfunktioii, vgL § 2, 
GL (12b); 

= Pg^(cos0’)e^-‘‘9’. 

Im Gegensatz zu E hangt sie auBer von m auch von (i ab, Wix* 
haben also niobt eine Eigenfunktion, sondern, wegcn | | 

2m+ 1 versoiiiedene. Der Eigenwert (10) ist koin einfaohor, 
sondern ein (2 m + l)-faober. Man spriobt in diesom Falle von 
einem entarteten Eigenwert-Problem. 

Der Begriff der Entartung wurde ureprunglicb. von Soli warz- 
schild eingeftihrt (vgl. Zusatz 7, S. 793). Scbwarassohild Hpra<5li 
von Entartung, wenn zwischen den Perioden der Bahn rationale 
Beziehungen bestanden, wenn sioh also die urspriingliolio ZabI dot* 
,,quantentlieoretisoiien Ereiheitsgrade‘‘ reduzieren lieB. Bohr hat 
vieKacb den Standpunkt vertreten, daB die Zulassung iiborzahligor 
Ereiheitsgrade (uberzahliger Koordinaten) zu vermeiden soi und hat 

1) An Stelle von n imd m (vgl. § 2) fiihren wir jotzt als IndizuH 
der Kugelfunktionen m und fi ein, da wir rms n fiir die OHoilluliitnKUi 
des Rotators (vgl. unten D) frei halten wollen, 

^) Dies gilt sowohl von den Banden im Sichtbareix wio vmi dtiu 
ultraroten Rotations-Spektien. Vgl. fiir letztere M. Czerny, ZuitHolir. 
f. Phys. 44, 235 (1927); 46, 476 (1927). Die friihero boholfHmilBigo 
Erklarung durch Hinzunabme eines balbzahligen ImpulHinoinoiibw 
der zum Molekul gehorenden Elektronen haben wir sohon in Kap. !?, 
S. 713 (vgl. insbesondere Anna. 2) als imbefriedigend zuruckgewiOHon. 
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z. B. bei der Kepler-Ellipse und beim Stark-Effekt (vgl. Kap. 2, § 7 
und Kap. 5, § 6) Metboden ausgearbeitet, wie dies geschehen konne. 
Vom wellenmecbanischen Standpiinlct aus rniissen -wir umgekehrt 
fordern, daB die Anzahl der Freiheitsgrade von vornherein nicbt 
bescbnitten wird. Wir miissen den Eotator als raumlicbes Gebilde 
bebandeln, wie wir es vorstekend getan haben und im folgenden 
noch naher begriinden werden; wir miissen das Kepler-Problem 
nicbt als eincfimensional (,,period!scbe Bahn‘‘ im Sinne Bobrs) 
Oder als zweidimensional, sondern von vornherein als dreidimen- 
sional („raimibobe Quantelung”) bebandeln, wie es in § 7 gescbeben 
wird. Iiifolgedessen sind in der Wellemnecbanik entartete Probleme 
die Regel; aucb tritt ein neuer Grund fiir Bntartung („Aiistauscb- 
Entartung“) hinzu, der in der alteren Quantentbeorie unbekannt 
war. Der Grad der Entartung laBt sich dabei stets durcb eine endlicbe 
Zabl messen, namlicb durch die Anzabl der Eigenfunktionen, 
die zu demselben Eigenwert geboren, derart, daB wir Niobt- 
Entartung haben, wenn es zu dem betrachteten Eigenwert nnr 
eine Eigerdunktion gibt, einfache Entartung bei zwei Eigen¬ 
funktionen iisf. 


C. Der Rotator in der Ebene, der Oscillator 
in der Ebene und im Raum. 


Wir kommen zum Rotator in der Ebene (Bewegung eines 
Massenpunktes auf dem Kreise), wenn wir in dem Ausdruck von 

d 

A'll; nicbt nur, wie unter B, ^ = 0, r = a maohen, sondern aucb 


% 


=: 0, -S’ = also nur die Abbangigkeit von der dritten 


Koordihate ^ beibebalten. Dann gebt GL (9) uber in 

Diese Gleicbung wird integriert durch 

(12) 'll) = = A. 

m muB ganzzabbg sein, damit unsere Losung (12) eindeutig in (p 

wird. Aus (11) und (12) folgt also 


(13) 


S TC^J 


Dies stimmt genau mit der friiheren Quantelung des Rotators in 
Kap. 9 [Gl. (1) von S. 705] iiberein und unterscheidet sicb von dem 
Eigenwert (10) des raumlicben Rotators daduroh, daB an Stelle von 
m (w + 1) Oder, wie wir aucb etwas ungenauer sagen konnen, daB 
das ganzzahlige m an die Stelle des halbzabHgen -f- ^ getreten ist. 
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Eskann aberkeinZweifel sein, daB die r anmli c h o BcluiiHllung 
desRotator-Problems exakt, die ebene unzulass^ig’ iNt, how< )liI 
nach dem theoretischen Sinn der Wellenmechanik, ala iiacli don Hool)- 
acbtungs-Ergebnissen bei den Bandenspektren* Von hicra-im c^ntMi(‘ht. 
die Frage, ob etwa aucb die Behandlung des Oscillators als linoaro*n 
Gebildes zu korrigieren sei und ob der Oscillator in tier .Mboiic^ odi^r 
im Raiim zu anderen Eigenwerten fiihrt als der lincart; OHoillator. 
Um dies zu prufen, ersetzen wir 01. (2) dnrch 

(14) + S i' = ^9 

wo 2. und a dieselbe Bedeutung haben wie in (2a) and nuinnehr 
den ubHeheii Differential-Ausdruck in den reohtwinkiigtni K<»- 
ordinaten bzw. bezeichnet. Gl. (14) lalit sitdi in dic^scn 

Koordinaten ohne weiteres „separieren‘‘, gerade so, v/io das 
sprechende Problem der alten Quantentbeorie, vgL Znsatz 7, S. 783. 
Schreiben wir ^ bzw. A = + Ag + Ajp so bokojnnu^u 

wir fiir jede Koordinate eine totale Differentialgleiclmng von dor 
Gestalt (2) mit A^ statt A und statt x, iind fiir tli(' Be- 
dingung (7) mit % statt n. Fiir die Summe der orgii>i sifl) ho 
nacb (7) 

A = S = a S (2 + 1), 

wo die ganze Zahlen sind, und fiir die Geaamt-lOiu^rgh^ 
Oscillators nach (7 a) 

Beim ebenen Oscillator (i = 1,2) ist (^t^ + i) siclutr 
ganze, beim raumlichen OsciUator (z=l,2, 3) eino halhe Zahl. 
Somit zeigt sich hier, ahnlich wie beim Rotator, das iiberraHcshoiuk', 
Ergebnis: Der Oscillator ist, je nach der Zahl der zngruiujo g<d(‘gt(ui 
Bimensionen alternierend halb- oder ganzzahlig zu txiiauttjn. Das- 
selbe Ergebnis wird uns beim Kepler-Problem wiodcu* 

Fiir die Eigenfunktionen des ebenen oder raiimlichon OHcillatorH 
erhalt man gleichzeitig im AnsohluB an (8): 

tn = 11^“ i (V« *0, 

Das Problem, ist also entartet: Es gibt zu eineni gogfeljoiioji n ho vi(‘l 
verschiedene Eigenfunitioneii, als sioh n additiv axis gamcMi }ioHitiv<'U 
Z^len aufbauen laBt. Die Bntartung wird aufgeholMju. w(*im 
vdr zum anisotrop gebundenen Oscillator ubergehon, wotm wir 
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ako die Eigenfrequenzen coq und daher aucli die a [Gl. (2 a 
versohiedenen Koordinaten-Richtiingen als inkommensur 
nehmen. Die Moglichkeit der Separation und der Gang der 5 
bleibt aber auch in diesem Palle erbalten. 

Statt in recht^vinkligen Koordinaten laBt sicb der z'v 
dreidimensionale Oscillator auch in ebenen oder ranmlicbe 
koordinaten separieren und integrieren; vgl. die ganz j 
B etrachtungen in Zusatz 7, S. 788. 

Wir werden fragen, welche Dimensionszahl beim wirl 
Oscillator ziigrunde zu legen ist. Sofem es sick um die Osoil 
der zweiatomigen Molekel in der Verbindungslinie der beidei 
handelt, lautet die Antwort jedenfalls: der line are Oi 
Mit ihm werden wir uns unter D weiter bescbaftigen, Wi 
aber, entsprechend der analytiscben Natur des Problemi 
recbtwinklige, sondern Polarkoordinaten benutzen werdei 
mebratomigen Molekeln "wird die Bewegung aufgelost in die 
Scbwmgungen des Systems, deren jede wieder einem . 
Oscillator Equivalent ist. 


D. Der oscillierende Rotator. 

Wir verallgemeinern den Ansatz unter B, indem war auJ 
beiden raumlicben Polarkoordinaten -9*, g) auch die dritte Koor< 
als variabel ansehen. Wir setzen also nicbt mehr r = a, g 
r 

fubren a = — als Veranderbcbe ein und denken uns ein Kj 
^ a 

von der potentiellen Energie / (p) hinzugefiigt, in welobei 
OsciQation von p um den Wert ^ = 1 stattfinden kann. 

Die Wellengleiobung lautet dann: 

(15) + = 

At ist aus Gl. (1) in § 2 zu entnebmen. Das erste Glied diese 
drucks kann man (wde bei der klassiscben-Bebandlung der ' 
Welle) scbreiben: 

1 _ 1 . 
r dr^ 

Setzt man nun 

Qt = j^.P^(cos^) 
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und berticksichtigt die Differentialgleichung der Kugelfunktionen 
[GL (lb) in § 2 mit A = m (m + 1)]> so ergibt sich aus (15) mit der 
friihererL Abkiirzung J := ma^ 


^ - /(9))-p=0- 

Wir setzen /(p) im Anschlufi an Zusatz 15, Gl. (5) von S. 834 
an in der Form; 

(17) /(9)=:^_5(i-^, + 6(9-l)» + c(9-l)* + ...). 

Dieser Ansatz geniigt von selbst der Bedingung, daB p = 1 (also 
r = a) eine Gleichgewichtslage des Massenpunktes im Elraftfelde 
wird und ist vermoge der darin eingehenden verfiigbaren Kon- 
stanten von voUkommener AUgemeinheit; er entspricht 

einem beHebigen elektrostatisohen Kraftfeld, wie es zwisoben zwei 
geladenen lonen (das eine in r = 0 zu denken, das andere um r = a 
schwingend) auftreten kann. Bilden wir namlich die in der r-Riohtung 
wirkende Kraft 


+ 4c(^,-l)»+...)= + 36(9-1)* + ...), 

SO sind aUe Potenzen des Abstandes p — 1 von der Gleichgewichts¬ 
lage vertreten. Setzen wir hierin 6 = c =...== 0, so haben wir 
einen nahezu (nicht voUkommen) harmonischen Oscillator, bei dem 
die riioktreibende Kraft — ® proportional mit r — a wird (sofern 
man den Nenner p^ naherungsweise gleich 1 setzt). Der Koeffizient 
B 

von r — a ist dabei —; mit der Masse dividiert, gibt er das Quadrat 

der Kreisfrequenz fiir die kleinen Schwingungen des Oscillators. 
Nennen wir diese wie friiher oq, so haben wir 

(17 a) ^ Oder B = J 


Der Ansatz (17) ruhrt von A. Kratzer her; er war entsoheidend 
fiir die altere Entwdcklung der Theorie der Bandenspektren und 
bietet die gleichen Vorteile fiir die gegenwartige wellentheoretische 
Behandlung d.es Problems^). Er gestattet uns namlich, wie wir 


^) Diese ist zuerst durchgefiihrt von E. Fues, Ann. d. Phys. 80, 
367 (1920); 81, 281 (1926). 
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sogleich zeigen werden, den rotierenden Oscillator nach. der einfachen 
Polynom-Methode zu behandeln. Von den Korrektionsgliedern mit 
den Koeffizienten sehen wir dabei ab; woUten wir sie be- 

rucksichtigen, so miilBten wir iinsere Polynom-Methode dnrch eine 
Stoningsrechnung. erganzen. 

Unsere Differentialgleichung (16) lautet wegen (17) nnd (17 a): 


I (i I M 1 )| XT _ n 

mit den Abkiirzungen 

(18a) X == — A\ oi — -—Jc3^ 


Wir haben zwei Palle zu unterscheiden: >l > 0 und A < 0. Zunachst 
betracliten wir den zweiten Fall und setzen 

(18b) .-x = 

Hier ist ^ ebenso wie a und A eine reine Zahl. 

Das asymptotische Verhalten von F fiir q — >• oo folgt dann 
aus der Gleichung 

r' = zu F = e±PQ. 

Da wir fordern mussen, daB F fiir q —^ oo nicht unendlioh wird, 
wahlen wir das untere Vorzeichen im Exponenten von e und setzen 
(18o) F = 

also 

r = (v' — r' — e-^9 (v' — 2 v). 

Damit ergibt sich aus (18) als Differentialgleichung fiir die neue 
Unbekannte v: 

Wir integrieren sie durch den Ansatz 
(19 a) 

Durch Eintragen in (19) folgt zunachst die charakteristische Gleichung 
fiir den Exponenten y (Nullsetzen des Faktors von 
(19b) y (y - 1) = w {m + 1) + a2, 

(19c) y = i±y(»i + f)’‘+a®. 

Hier ist das obere Vorzeichen zu wahlen, damit y positiv und v fiir 
p = 0 endlich ist. 
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(19d) 


Die Reknrsionsformel fiir die Koeffizienten lautet (Null- 
setzen des Faktors von : 

^ \{y + h ^ 1) {y h) — — m {m 1)] ^ i 

+ [-2^(y + ^) + 2«^]«,. 

Sie ist zweigliedrig. Infolgedessen verschwinden alle % fiir 
h>n, wenn wir den Faktor von fiir h ^ n zu Null machen; 
V wird alsdaiin gleich dem Produkt von qY in ein Polynom ?zten 
Grades Q^. Wir setzen also 


( 20 ) 


n _ _ 


Y -\-n + a®+ «> + l’ 

letzteres mit Riicksicht auf (19 c). 



Die ersten vier Polyttome des oacillierendeu Rotators: 


.±Pl 


2 y (2 y + 1) 


\y + 8/ 


2 y (2 y + 1 ) (2 y -h 


2 y (2 y 4- 

«] 




Plir die Zeichnung iat ao = Ij ^ = 10 gew&lilt. In Wirkliclikeit ist a meiat grURer (bis ku 
€t = 40), docli wllrden fiir solcke os die Kurven zn nake aneinandeiitickou. Dei den darge^ 

J nnteraclieiden sieli fftr kleine m von den 
nur wenig. 


Gl. (19 d) lafit sich schreiben [unter Benutzung von (19 b) 
und (20)]; 

(2y + *)(fc+ l)%+i = 2 [^(y+ *) — «*]% = w)a*; 


also 
(20 a) 


y + n 


% 


\y + 71/ 


kj^o 


2 y (2 y -|- 1)... (2 y ^ — 1) 
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Unser Eigenwert-Problem ist damit geldst. m ist das Rotations- 
Quantum, % das OsciQations-Quantum; beide kommen in unserer 
Eormel halbzablig vor. jS enthalt naoh (18 b) den Eigenwert E, 
Der Polynomial-Bestandteil der Eigenfunktionen ist in Fig, 4 
fiir die ersten Werte von n graphisch veransohaulicbt. 

Zur Diskussion der Formal (20) bemerken wir, dafi a ^ 1. a/2 ist 
namlicli naok den Gin. (7 a) und (10) gleich. dem Verhaltnis des ersten 
Oscillations-Eigenwertes (n = 0) zum ersten Rotations-Eigenwert 
(m = 1), also auch gleich dem Verhaltnis der entsprechenden Terme; 
letzteres aber laBt sich empirisoh bestimmen als Verhaltnis des 
Kanten-Abstandes zum Linien-Abstand eines Bandenspektrums 
(vgl. z. B. Fig. 150 Oder Fig. 152 in Kap. 9) und erweist sich in 
der Tat als groBa Zahl (GroBenordnung 20). Solange wir also m 
und n nioht zu groB nehmen, konnen wir Gl. (20) der Reihe naoh 
wie folgt entwickeln, wobei wir zunaehst nur die jeweils niedrigste 
Potenz in a beibehalten: 






+ 


n + i 






also wegen (18 a, b) 


■B 




(m + ^yh^ (n + I) 




ucJ 


On 


+ ' 


(21) ^ = Const + + -D fe ^ + • • •. 


Const 


J On 


■)- 


Wir fihden also, abgesehen von einem konstanten ersten Ghede, 
unser jetziges E gleich der tJberlagerung des Eigenwertes der 
reinen Rotation, Gl. (10), undderreinen Oscillation, GL (7a). 
Das konstante erste Glied hangt mit der Dissoziations-Arbeit 
der zweiatomigen Molekel zusammen. 

tJber die experimentelle Bestatigung der Halbzahligkeit der 
Rotationsq^uanten haben wir schon unter B gesprochen, liber die 
der OsciUationsquanten ist zu sagen, daB kein Fall bekannt ist, 
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der gegensiespraohe. EineEntscheidungkannnachR. S. Mulliken^) 
aus dem Vergleich der Bandenspektren von Isotopen abgeleitet 
werden. Diese sprickt bei BO nnd MgH entschieden 25 ugunsten der 
Halbzahligkeit; bei anderen Banden®) (SiN, CuJ, SnCl) ist die 
Entscheidung unsicher, neigt aber ebenfalls mehr znr Halbzahligkeit. 

TJnsere 61. (20) enthalt aber mehr als die erste Nahernng, sie 
gibt vielmehr in exakter Form zngleioh das Qesetz, nach dem sich 
Oscillation nnd Rotation bei hoheren Qnantenzahlen storen. Z. B. 
findet man ohne Mnhe anf dem angegebenen Wege als Glieder 
zweiter Ordnnng: 

3 W + if + ly (n + |) fe* (m + 1)^ 

Die beiden ersten Glieder stimmen genan hberein mit den beiden 
Kratzerschen Korrektionsgliedern in Gl. (24) von S. 837, sofern 
man darin 6 = c = 0 setzt, wie wir es 3 a oben getan haben — mit 
dem einzigen Unterschiede, daB die dortigen ganzen Quanten- 
zahlen m nnd n ersetzt sind dnroh die halben Zahlen m + ^ 
nnd w + Das letzte Korrektionsglied ist als weniger wichtig 
an der angegebenen Stelle fortgelassen, aber in der Kratzer- 
Bchen Original-Arbeit®) ebenfalls enthalten. Der enge Parallelismus 
der wellenmeohanischen Rechnnng zn der friiheren Qnantentheorie 
■wird dnrch dieses besondere Beispiel eindringhch belegt. 

Natnrlich vdrd es bei hoheren Werten von m nnd n richtiger 
sein, Gl. (20) iiberhanpt nicht zn entwickeln, sondern in der nr- 
sprhnglichen Form zn benntzen. Fnr n —> 00 (oder anoh m —> 00 ) 
ergibt sich natnrlich ans (20) jS = 0, also A = 0 nnd E gleich dem 
Grenzwert A, sofern -wir iiberhanpt nnsere Vorstellnng nahezn 
harmonischer Bindnng soweit extrapolieren diirfen. Der Grenzwert 
wiirde eine HanfungssteUe sowohl fhr die Bandkanten (n—>- 00 ), 
als fiir die BandenHnien jeder Xante (w—>- 00 ) bilden. 

Um die Natnr der hier eingefiihrten Eigenfnnktionen naher 
zn bezeichnen, schreiben wir nach (18 c) nnd (19 a) 

F — 

wo Q ein Polynom 7 ^ten Grades bedentet, das dnrch die Rekursions- 
formel (19 d) voUstandig (bis anE eine mnltiplikative Xonstante) 

1) Phys. Rev. 25, 259 (mS). 

^) Mulliken, ebenda 26, 1, 319 (1925); vgl, anch Elis. Woldering, 
Natnrwiss. 16, 265 (1927). 

®) Zeitsohr. f. Phys. 6, 289 (1920). 


4 ^.93 


5 39 ; 7 
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definiert ist. Indem man in die Differentialgleichung (19) v = QrQ 
einsetzt, findet man leicht mit Riicksicht auf (19 b) und (20); 

QQ^' + 2(y^PQ)Q'+2^nQ==0, 

Eiihrt man statt q als unabhangige Variable x = 2 p q ein und 
bezeicbnet die Ableitungen nach x durch Punkte, so folgt 

(21a) xQ-\-i^y — ^)Q-i-^Q = 0. 

Diese Differentialgleichung kann man mit derjenigen des sogenannten 
Laguerreschen Polynoms vom Grade h (§7 u. ff.) vergleichen: 

+ (1 — y + *2/ = 0- 

Durch fortgesetzte Differentiation der letzteren Gleichung zeigt 
man unmittelbar, daO die ite Ableitung von y, die wir Q nennen 
woUen, der Differentialgleichung geniigt: 

(21b) xQ+ ii+I-x)Q+{Jc-i)Q=^0. 

Macht man hier k — i = n und i + 1 = 2 y, so geht sie in {21a) 
iiber. Man kann also mit E. Pues (1. c.) unsere Polynome sym- 
bohsch darstellen als ite Ableitung des Laguerreschen Polynoms 
vom Grade ^ = ?^ + wobei aber = 2 y — 1 keine ganze Zahl ist. 


Wir wenden uns jetzt zu dem anderen der bei Gl. (18 a) genannten 
beiden Palle: A > 0, Indem wir jetzt + A setzen, finden wir 
asymptotisch aus (18) 

F = 


Jetzt sind beide asymptotische Ldsungen zulassig, da sie beide 
endMch bleiben. Daher haben wir an Stelle von (18 c) anzusetzen: 

(22) F = -f- 

und finden an Stelle von (19) die Differentialgleichung (das obere 
Vorzeichen gilt fiir das untere fur v ^): 


Die Untersuchung des NuUpunlctes hefert denselben Wert 
von y wie in GL (19 c) mit derselben Vorzeichenwahl. Wir haben 
also je eine im Nullpunkt endhche Partikular-Losung und Vg* 
Diese Losungen sind aber jetzt nicht, wie frtiher, Polynome. Die 
Rekursionsformel (19 d), die auch jetzt gilt, wenn wir darin — p 
durch ± i jS ersetzen, ist bei reeUem p nicht zu erfiiUen. Unsere 
Potenzreihen brechen also nicht ab, sondern sind transzendente 
Funktionen. Gleichzeitig bleibt P unbestimmt: Wir haben im 
Falle A>0 kein diskretes Spektrum der Eigenwerte, 
wie vorher bei A<0 , sondern ein kontinuierliches, 
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das sich bei A=0 stetig an die Grenze des diskreten 
Spektrums anschliefit. 

Zu jedem EigenwerteA liefert die Formel (22) eine zugehorige 
Eigenfunktion, deren Endlichkeit bei p = 0 durch unsere Wabl 
der V 2 gesichert ist, •wahrend die Endlichkeit flir ^ = 00 asympto- 
tisch nachgewiesen war. 

Dieselben Verhaltnisse wie hier werden uns beina Kepler- 
Problem wiederbegegnen: ein diskontinuierhches und ein anschliefien- 
des kontinnierliches Spektrum, ersteres fur die Wasserstoff-Serien, 
letzteres besonders fur den lichtelektrischen Effekt mafigebend. 
DaB die Sohrodingersche Theorie beide Spektren gleichzeitig 
und nach einheithcher mathematischer Methode hefert, ist ihr 
besonderer Vorzug. Die Deutung des kontinuierliohen Spektrums 
nach der friiheren Quantentheorie wurde in Kap. 9, § 7 gegeben. 
Wir begniigen uns hier damit, zu zeigen, daB eine ahnhche Deutung 
auch wellenmechanisch moghch ist. 

In GL (15) kann E — f {q) (Total-Energie weniger potentielle 
Energie) als Analogon der kinetischen Energie des Elektrons an- 
gesprochen werden. Setzen wir / (p) aus (17) ein unter Ver- 
nachlassigung der anharmonischen Korrektionsglieder, so haben 
wir fiir q —> 00 : 

Im Falle A > 0 ist aber nach Gl. (18 a) — A > 0. Das Elektron 
kann also (im Sinne der alteren Quantentheorie gesprochen) das 
Unendliche mit reeller Geschwindigkeit erreichen, seine Bindung 
an die Molekel ist gelost; es handelt sich um Elektronen-Emission. 


Die Vorziige des obigen (Kratzerschen) Ansatzes fiir den 
nahezu harmonischen Oscillator werden besonders deuthch, wenn 
man ihn mit dem naher liegenden, auch von Schrodinger^) be- 
nutzten Ansatz fur den rein-harmonischen OsoiUator vergleicht. 
Bei letzterem wird man statt (17) setzen 

/((>) = ^ + 

und erhalt statt (18) mit den friiheren Abkiirzungen A und a: 





m(m + 1 ) 


F = 0. 


E. SchrSdinger 2. Mitteilung, S. 624. 
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Da sich nnnmelir das asymptotisehe Verhalten wie unter A durch 
— — — 1)2 

den Faktor e ^ bestimmt, setzt man 


und bekommt fiir v die Differentialgleicbnng: 

- 2<.(, - 1)/+ {j - « - = 0. 

Mit dem Ansatz (19a) erhalt man fiir den Exponenten y im Punkte 
(> = 0 die Gleicbung: 

y (y 1) “7* ^ + 1) = 0, 

und als zulassige Losung derselbeny = m + 1- Aber die Rekursions- 
formel fiir die a* wird nicht menr zweigliedrig, sondern drei- 
gliedrig, so daB die einfache Polynom-Methode versagt. Man 
erhalt namlich als Faktor von 9 y+fc''i = 

[(w + A; + 2) (m -f- ^ + 1) — m (m + 1)] a* +1 + 2 a (m + + 1) 

+ [A — a — 2 a (m + ^)] C&A: — 1 = 0. 


Schrodinger (1. c.) und Fues (1. c.) helfen sich so, daB sie unter 

Einfiihrung von | = 9 — 1 den Rotationsterm ^ ‘ nach 

Potenzen von | entwickeln und die hoheren Potenzen von | in die 
fur den anharmonischen Oscillator ohnehin notwendige Storungs- 
rechnung aufnehmen. 


E. Die zweiatomige Molekel, Translation, 
Rotation und Oscillation. 

Wir tun jetzt in der Annaherung an die wirkhchen Ver- 
haltnisse des Molekiil-Modells einen weiteren Schritt, indem wir 
zwei Massenpunkte mg mit den rechtwinkligen Koordinaten 
a?! und 2/2 H hetrachten, welohe vermoge einer potentieUen 
Energie F der relativen Lage in Wechselwirkung stehen. Die WeUen- 
gleichung lautet dann nach § 1 , GL(12): 

r (d^W d^W d^W \ _ h[_ / d^W , ^ 

(23) J ‘ dz^y ^ dz^y 

[ =: 0 . 

Gerade so wie in der gewohnlichen Mechanik die kinetische 
Energie eines Systems in die Translations-Energie des Schwerpunkts 
und in die Bewegungs-Energie relativ zum Schwerpunkt zerlegt 
werden kann, laBt sich der Differentialausdruck der Wellenmechanik 
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in zwei Teile separieren durch. Einfiihrung der Relativ-Koordinaten 
xyz und der Schwerpuiikts-Koordinaten Man definiere: 


X = X. 


y = 2/3 

2 = z. — s. 


und setze: 


(% + ’» 2 )l = + ^ 2*2 

(^1 + mjj) -h OTj 

(m^ + mj) g = mj Zj + 


W == t(^!/^)-z(ivS)- 


Nach dem Schema; 

d _ (3, m, (3|(3 _ d Mg d 

^ wij + mj <3| 1 daJa dx'' m^ + (3| 

folgt dann leicht: 

j_ __ J_ ^ , 2 ^ ^ ^ 

a a:,® Wj aa:® m^-\-m^dx d\'^ {m^ + ^ ag®’ 

1 2 aT/j a;^ a^;g 

a®/ mjj aa:® ^ + Wj aa: a| (wij + ^ a|* 

In der Summe heben sich die mittleren Glieder rechts heraus 
nnd man erhalt mit der Abkiirzung [vgl. Kap. 2, § 5, Gl. (3)]; 


(24) 

statt (23): 

1 /(?> 


= — + — = 




+ mg 


(25) 


ft 


a?/’' ' dz®/ ^ Mij + m, \d|® dij® 


+ 


dg’ 


g®/ 




+ ^[J?-F(a;yz)]^X = 0 . 


Nunmehr laBt sich die Separation der beiden Bestandteile if; 
und I glatt vollziehen, da, wie angedeutet, 7 nur von den relativen 
Koordinaten xyz abhangen soil. Denkt man sich nambch Gl. (25) 
durch ijjj^ dividiert, so wiirde ledighch das mittlere Glied die Ko- 
ordinateh rj, g enthalten. Dies Glied muB also gleich einer Kon- 
stanten sein. Bezeichnen wir diese Konstante mit — + m^) und 

definieren wir eine andere Konstante (Energie der Translation) 
niittels der Gleichung 

~ So® mj + 

so entstehen die zwei Gleiohungen 
fc® ^ dij® ^ dg® ^ * 


(26) 


d|® 

a®^ , d®^ , d®^ 8 n;®ft,„_ 


a^ ^ A* 

Sommorleia, Atombau md SpektralUnlen. Brg.-Bd. 


-7) if- = 0. 
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Die zweite dieser Gleichungen stimmt wesentlich -uberein mit 
Gl. (15), nur dafi die ,,resultierende Masse** fji an die Stelle von m 
und sinngemaB E — SJt, d. b. die fur Rotation und Oscillation 
verbleibende Energie an die Stelle des fniberen E getreten ist. 
Wir brauchen uns daher mit (27) nicbt weiter zu beschaftigen, da 
ihre Eigenwerte und Eigenfunktionen bereits unter D behandelt 
sind. 

Aber auch 61. (26) ist uns bereits gelaufig. Sie ist die Wellen- 
gleichung des einzelnen kraftefreien Massenpunktes (bier des 
Sobwerpunktes). Wie wir in § 1 saben, besitzt sie ein kontinuierbcbes 
Spektrum von Eigenwerten: alie positiven Werte von d. b. alle 
mogbcben Gescbwindigkeiten sind zulassig. Die zugebdrigen Eigen- 
funktionen sind, wenn wir die aj-Acbse als Gescbwindigkeits- 
Richtung bevorzugen, gegeben durcb 

Die letzten Aussagen sind aber einzuscbranken auf den EaU, 
wo die Molekel sicb im unbegrenzten Raum befindet. Bewegt 
sie sicb im Innern eines HobJraumes, so treten an seiner Ober- 
flacbe riicktreibende ICrafte auf, deren potentielle Energie in (26) 
zu beriicksiobtigen ware. Das Spektrum der Eigenwerte (der Ge- 
scbwindigkeiten) wiirde dadiorcb prinzipieU in ein diskretes, wenn 
aucb (bei grofiem Hoblraum) sehx enges ubergehen; auch die Natur 
der Eigenfunktionen ware prinzipieU abzuandern. 

§ 4 . 

Der OsciUator uaeb der Quantenmecbauik, 

W. Heisenberg^) bat, nocb vor der ersten Sobr6dingerscben 
Arbeit iiber WeUenmecbanik, eine wunderbare Metbode — wir 
nennen sie mit Heisenberg Quantenmeobanik — ersonnen, 
die zu denselben Resultaten wie die WeUenmecbanik fiihrt und 
nocb dariiber binausgebt: sie liefert nicbt nur die Eigen- bzw. 
Energiewerte, sondern auch die Auswabl- und Polarisationsregeln 
und gibt, aUgemein gesprocben, eine eindeutige Vorscbrift zur Be- 
antwortung aUer Intensitats-Eragen. Dadurcb bat sie ibrerseits 
der WeUenmecbanik einen starken Impuls gegeben, welcbe, wie wir 
im nacbsten § seben werden, diese weitergebenden Resultate in 

W, Heisenberg, tJber quantentheoretiscbe TJmdeutung kine- 
matischer und mecbanischer Beziebungen. Zeitschr. f. Phys. 33, 879 
(1925); Born und Jordan, Zur Quantenmecbanik, ebenda 34, 858 
(1926); Born, Heisenberg und Jordan, Zur Quantenmecbanik, 
ebenda 35, 557 (1926). 
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ihre Sprache iibersetzen konnte. Wir rniissen uns aus diesem Grunde 
nnd wegen ihres hohen theoretischen Interesses zunachst mit den 
Ideen der Qnantemnechanik beschaftigen. Als einfachstes Beispiel 
wablen -wir auch hier das Problem des linearen harmonischen 
Oscillators. 

Die Koordinate des Oscillators beiCe g, sein Impuls p, Seine 
moglichen Znstande, Yon denen uns die Spektroskopie Kenntnis 
gibt, bilden eine diskrete Polge und werden durcb gewisse Para- 
meterwerte , . , ,, Ef., . , gekeimzeichnet, welcbe die Dimensionen 

von Energien haben und, wie sicb zeigen wird, der klassisch definierten 
Oscillator-Energie eindeutig zugeordnet werden konnen. Wahrend 
diese E eine einf ache dislurete Reihe bilden, sind die q und p 
zweifach indizierte Grofien p^j^). Sie soUen namlich dem 
Obergang vom iten zum fcten Zustand entsprechen. Die bei 
diesem Obergang emittierte Strablung erfolgt, wie wir annehmen, 
monochromatisch naob dem Gesetz 

( 1 ) livi]c = Ei — Ek^ 

wofiir wir aucb (mit = 2 schreiben konnen 
(la) (if, 

(1) ist die Bobrsche Frequenz-Bedingung; sie wird bier nicbt 
eigentbcb abgeleitet, sondern ist in die Grunddefinition der Zustands- 
groBen hineingesteokt. Empiriscb wird sie begriindet durcb das 
Grundgesetz der Spektroskopie, das Kombinations-Prinzip, welcbes 
3 a gerade in der Differenz-Darstellung (1) seinen matbematiscben 
Ausdruck findet. Der Tatsache einer monocbromatisoben Strablung 
03^ jj, beim tJbergange i —► k entspricbt der Ansatz ftir die q und p 
{j bedeutet in diesem ganzen § die imaginare Einheit): 

( 2 ) qu — 

Wabrend die Zeit t weiterhin als kontinuierbcbe Variable be- 
bandelt wird, so daB naob ibr ohne weiteres differentiiert werden 
darf, ersoheinen die p, q und aUe anderen Zustands-Parameter als 
diskrete GroBen, wie es dem Geiste der Quantentbeorie als einer 
Diskontinuums-Theorie entspricbt. Wir spracben aucb friiber 
(vgl. den SchluB von §2 in Kap. 2) von dem „Netzwerk‘‘ der 
quantentbeoretiscb mdgbcben Zustande und von der „Mascben- 
groBe*' dieses Netzwerkes, die durcb das Planokscbe h gegeben sei; 
aber wir recbneten kontinuierbch, indem wir unsere Zustandsgrofien 

3^ 
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nicht nur fiir die Netzpunkte, sondern auch. fur die Zwischenpuni 
defiiiierten. Demgegeniiber werden in der Quantenmechanilc, ^ 
sie urspriinglich von Heisenberg und seinen IVIitarbeitern konzipi^ 
war, nur die Knoten des Netzes betrachtet und dutch die ganz 
Zahlen i und k unterschieden. Nur fiir diese sind die p und q definie: 
Beim Oscillator haben wir es mit einem zweidimensionalen Netz, \ 
einem Problem von mehreren Preiheitsgraden zunachst mit eine 
mehrdimensionalen Netz zu tun. Mathematisch heiBt ein solcb 
Zahlen-Netz, wie wir es von den Determinanten her kennen, ei 
Matrix. Die von Heisenberg angeregte, von Born, Heisenbe: 
und Jordan fiir die Zwecke der Quanten-Probleme ausgestalte 
„Matrizen-Eechnung'‘ stellt sich nach dem Vorstehenden als c 
sinngemaBe, den Quanten-Problemen angepaBte Rechenmethode ds 

Um den Zusammenhang mit den Methoden der friiher* 
Quantentheorie anzudeuten, konnen wir an die Fourier-Entwicklu: 
der Zustands-Koordinate q im iten Quantenzustand erinner 
Sie hefert eine tm allgemeinen nicht abbrechende Reihe von K 
effizienten die dem in (2) vorkommenden analog sin 

Nach dem Korrespondenz-Prinzip warden diese Pourier-Koeffizienti 
friiher zur behelfsmaBigen Intensitats-Berechnung verwendet. W 
werden sehen, daB unsere jetzigen diesem Zweck in voUkommen 
Weise dienen, so daB die Matrizen-Methode als Verscharfung d 
klassisohen Horrespondenz aufgefaBt werden kann. Natiirll* 
bleibt die Analogic zur Fourier-Reihe in vielen Punkten unvo 
standig, z. B. in der Art, wie die berechnet werden. 

Betrachten wir die Matrix der q, Gl. (2), naher. Die si] 
komplexe GroBen, welohe, wie in der Optik, Amplitude und Pba 
zusammenf assen: 

Nach (la) gilt fiir die Frequenzen 
(3) Ojfci = — coifr 

Verlangen wir das gleiche Verhalten, also Vorzeichenweobs 
bei Vertauschung von i und /c, fiir die Phasen wahrend v 
fiir die ihxer Bedeutung nach positiven Amphtuden das umgekehi 
Verhalten, also Vorzeichengleichheit, annehmen, so wird (d 
Stern bedeutet Ubergang zum konjugiert Imaginaren): 

(3 a) au — <4, iki = 
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Das heifit: die Matrix der q (und ebenso die aller anderen Zustands- 
groBen) enthalt an symmetrisch zur Diagonalen befindlioben Stellen 
konjugiert imaginare GroBen; sie ist, wie man sagt, eine Hermite- 
sche Matrix. 

Wir haben jetzt die Eecbenregeln fur Matrizen zn definieren. 
Wie dies fiir die Addition und Subtraktion zu geschehen hat, ist klar: 
Man bildet z. B. die Matrix a ± 6, indem man alle Glieder und 
einzeln addiert oder subtrahiert. Berner ist klar, wie man eine 
Matrix a mit einem gewohnlichen Zahlenfaktor a multipliziert: 
Man hat jedes Glied mit a zu multiphzieren. Was aber soil das 
Produkt zweier Matrizen, z, B. der beiden in (2) dargestellten 
Matrizen p und q bedeuten ? Hier lassen wir uns ron der Produktregel 
der Determinanten leiten und definieren: 

(4) (m)« == 

DaB diese Pestsetzung sachgemaB ist, erkennen wir so: Der 
Schwingungs-Komplex der coik ist durch die Natur unseres quanten- 
mechanischen Problems festgelegt. Bei irgendwelchen Rechnungen 
mtissen wir innerhalb dieses Sohwingungs-Komplexes bleiben. 
Setzen wir nun (2) in (4) ein, so ergibt sich 


I 

Nach (la) ist aber 

G)il + G)lk = — ^k) “jp = 

also 

(?>9')a = (2 

I 

Das Produkt gehort also zufolge unserer Multiplikations-Regel (4) 
zu derselben Gruppe von Schwingungs-Zustanden wie p und q 
einzeln. 

Unsere Multiphkations-Regel ftihrt aber nooh zu einer weiteren 
Konsequenz: es gilt nicht mehr pg'= qf \ Denn Gl. (4) besagt: 

(<l=a) = Sg-iiPiik =/= 

Da nun aber beim gewohnlichen Rechnen das kommutatiye Gesetz 
dauernd benutzt wird, so entsteht durch seinen Portfall beim 
Rechnen mit Matrizen eine Lucke. Sie kann und muB ausgefullt 
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werden durch eine neue I'estsetzung^). ■ Diese liefert die „Ver- 
tauschungs-Eelation“ 

( 5 ) fq-qp = ~d. 

d ist die „Einheitamatrix“, definiert durch 

1, wenn i == 

0, wenn i k. 

Die Forderung (5) soil aber nur fiir je zwei kanonisch konjugierte 
Grofien [vgl. Zusatz 4, S. 768, Gl. (20)] gelten, d. h. auBer fiir die 
f und q selbst fiir irgend zwei GroBen, die mit den Variablen p und q 
durch eine kanonische Transformation (ebenda, S. 769) verbunden 
sind. Dagegen ist fiir je zwei GroBen vom Charakter der q oder je 
zwei GroBen vom Charakter der p die rechte Seite von (6) dmch 
Null zu ersetzen, weshalb wir sagen konnen: je zwei GroBen der- 
selben Art sind untereinander vertauschbar (kommutativ). 

Diese wenigen Regeln geniigen bereits, um das Oscillator- 
Problem der Matrizen-Bechnung zuganglich zu machen. Fiir andere 
Probleme und fiir eine allgemeine Formulierung der Quanten- 
mechamk miiBte man allerdings viel weiter gehen und z. B. die 
Differentiation einer Matrix naoh einer anderen definieren^), worauf 
wir hier verzichten wollen. 

Bei den folgenden Eechnungen stiitzen wir uns auf die direkt 
aus der klassischen Mechamk entnommenen Beziehungen: 

(6) + Ko®? = (7) V = m, (®) ^ 

Die erste derselben ist die Idassische Differentialgleichung des 
Oscillators, die zweite die iibliche Impuls-Definition, die dritte der 
klassische Energie-Ausdruck als Funktion der p und q (E bedeutet 
„IIamiltonsche Funktion^, wie in Kap. 2, S. 95). oq ist, wie im 
vorigen §, Gl. (1), die klassische Eigenfrequenz. 

Dieser enge AnschluB an die klassische Mechardk ist fiir die 
Quantenmechanik charakteristisch. Nicht die Axiome der Meohanik, 
sondern die Bechenmethoden werden abgeandert und dem dis- 
kontinuierlichen Charakter der Quanten-Probleme angepaBt, DaB 

1) Heisenberg wurde bei dieserFestsetzimg ursprunglich geleitet 

durch einen „Siimniensatz*‘ von Thomas und Kuhn, vgl. Kap. II, 
§3 0. . 

2) Eine Einfuhnmg in die Matrizen-Bechnung gibt M. Born: 
Probleme der Atomdynamik. Springer, 1926. 
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diese Rechenmethoden selbst, so fremdartig sie uns auf den ersten 
Bliok erscheinen mogen, im Grunde ganz elemental sind nnd anf 
dem geradesten Wege znm Ziele fnhren, zeigen die folgenden Er- 
drterungen. 

Zunaohst lautet GL (6) fur ein einzelnes Element ih hin- 
geschrieben, wenn wir q aus (2) einsetzen: 

(ojo® — C3h)m = 0. 

Daraus schlieBen wir: 


entweder qij^ = 0 oder ©a = ± oJq; 

anders ausgedruckt: alle qij^ verschwinden, mit Ausnahme 
derjenigen, fur welcke = + Oq oder == — Oq ist. 

Es ist bequem, diese zwei MogUchkeiten durch die Reihenfolge 
der Numerierung der Matrix-Elemente, die nock ganz zu unserer 
Verfiigung steht, auszuzeicknen. Wir woHen festsetzen: 


(9) 


= -(- coq entsprickt dem tJbergang 

COik == — Oq j5 5, n 



im ersteren Falle sei also fc = ^ — 1, im letzteren ^ + 1. Dem- 

entsprechend gilt fiir die q: 

|?u=0 fiir k=jziipi, 

„ k = i+l. 

Bei der somit festgesetzten Numerierung verschwinden also in 
der Matrix der q aUe Diagonalelemente {k = i) und aUe der 
Diagonalen nickt benachbarten Elements (] A; — i | > 1); 
nur die beiderseitigen Nackbarreihen zur Diagonalen entkalten 
nickt versokwindende q. 

Zu den Gin. (9) ist nock kinzuzufugen, daB wir sie, zusammen- 
fassend und verallgemeinernd, sckreiben konnen: 

(9 b) 0301 = (i—k)(o^. 

Die Werte der zur Diagonalen benackbarten Beiken im Matrix- 
Sckema der q folgen aus der Vertausckungsrelation (5). Wir be- 
recknen nach (7): 

(10) Pa = 

benutzen die Multiplikations-Regel (4) (4 a) und erkalten 

aus (5) mit h= i: 

— ^ilCOuQli) - 9 ~* 

I -6 Tty 
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Oder, bequemer geschrieben, mit Rlicksicht auf (3): 

(lOa) 

Die Summation nacb I reduziert sicb wegen (9) und (9 a) auf zwei 
Glieder, namlich auf diejenigerij fiir welcbe I = i Oq 

und Z = i + 1, con = — coq ist. Somit folgt aus (10 a): 


h 

Die linker Hand stehenden Produkte sind nach 61. (3 a) reell und 
positiv, namlich gleich der ,,Norm“, d. h. gleicli dem Quadrat des 
absoluten Betrages der betreffenden Matrix-Elemente. Statt der 
vorigen Gleichung konnen wir also scbreiben: 


(11) 




h 


4zjtmcoQ 

Daraus scUieilen wir: Die |gp bilden eine arithmetische Reihe, 
welche nach oben bin unbegrenzt ist, nach unten aber notwendig 
abbricht, da sie nur positive Zahlen enthalten kann. Bei welchen 
Indizes wir die Reihe abbrechen woUen, steht noch in unserer Willltur, 
da wir bisher nur iiber die relativen Werte der i, h, nicht Tiber ihre 
absoluten Werte verfiigt haben. Wir konnen also festsetzen, daB q 
das letzte nicht verschwindende Glied der Reihe sein soli, und daB 
( 70,-1 gleich Null wird. Dann ergibt Gl. (11) mit ^ = 0,1,... 92 ,: 


(11 a) | 2 i,oP = 


h 

4:7tmcoQ 


k-: 


2,1 1 


2h 

4:7cmG}Q^ 




nh 


4:7tinG>Q 


Im Sinne der Gl. (2 a) konnen wir sagen, daB hiermit der Amplituden- 
faktor I a j bestimmt ist, die Phase p aber unbestimmt bleibt. Unter 
Hinzunahme von (3a) und (9) schreiben wir''-): 


( 12 ) 




Nunmehr ziehen wir die Energiegleichung (8) heran. In dieser 
ist die Hamiltonsche Funktion H selbst eine Matrix,, allerdings, 
wie wir sehen werden, eine Matrix von besonders einfacher Bauart, 


^) Man vgl. zu den Formeln (12) die ganz ahnlich gebaute Formel 
S'max in der fruheren Quantentheorie des Oscillators, Kap. 2, S. 99. 



§ 4. Die Diagonal-Matrix der Energie. 
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Ihre Elemente neimenwir allgemein also ihre Diagonal-Element© 

(i= h = n) Nach (10) und (4) ist fiir i — k = n 

pin = — W* S Binlinimniln- 
I 

also nach (3) und (3 a) 

pin = 

I 

Entsprechend wird der zweite Summand in H: 

m^m^^qln = m“ S ®o 

Somit folgt aus (8) 

Auch dies© Summe reduziert sich wegen des Faktors auf 

zwei Glieder, namlich auf diejenigen, fiir welche Z = 1 ist, 

und liefert wegen (9) und (12) 

(13) = rna>,^ -1P + k».» +1P) = (« + ^) A 

Bevor wir dies bemerkenswerte Resultat diskutieren, woUen 
wir, das Vorangehende erganzend, zeigen, daB die Vertausohungs- 
relation fiir die q und bei i h identisch erfiillt ist, und daB 
alle Elemente fiir i d^k verschwinden. 

Die Vertauschungsrelation (5) verlangt fiir ^ = u, n’\- v, 
a; zjfz 0 nach (10) und (4) 

2] (PnlQ^niqili n + V n + v 2'i, n + v) 

(14) . ^ ^ 

— ^ \^nl n’\- vj^niqi^n-hv — 0 . 

I 

Wegen des Faktors qni kommen wieder nur die Summengheder 
Z = 71 — 1 und Z = w + 1 in Betracht. Fiir n — 1 ist, da wir 
7 ; == 0 ausgeschlossen haben, nur dann von Null verschieden, 

wenn v = — 2 ist. In diesem Falle wird aber der erste Faktor der 
Summe auf der rechten Seite von (14) nach (9) gleich 

n — 1 — 1,71 — 2 = Wq 

Fiir Z = 7^ + 1 wird entsprechend nur dann nicht gleich 

Null, wenn v = -|- 2 ist (v = 0 ist ausgeschlossen). Dann aber 
lautet der erste Faktor derselben Summe nach (9) 

0^71, 71-1-1 ^71 + 1, 71 + 2 

Unsere Forderung (14) ist also in der Tat fiir alle n und v identisch 
erfiillt. 
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Was sodann die Matrix-Blemente betrifft, so Kefert dieselbe 
Eechnung, die zu (13) fiihrte, flir ^ = h ^ n v, 


(15) Ji H- V - r) Q'nr* 

Wiederum verschwinden wegen der Baktoreii und qi^n-^v 
Summenglieder, es sei denn, daB 1= n^l und gleichzeitig v = 2 

ist. Dann aber verschwindet der erste Faktor. Denn wir haben in 
diesen beiden Fallen nacb (9) 


71 q: 1 ®Tir + 1, 71 + 2 - 0^0^* 

Mithin werden alle ^ v gleich Null fiir beKebige n und v zjzO. 
Wir konnen dies auch so ausdrdcken: H ist eine Diagonal- 
Matrix. 

Das heiBt aber zugleiob: alle Elemente der Matrix H 
sind zeitliob konstant. Denn die Zeit-Abhangigkeit, die in 
unserem Ansatz (2) durcb ausgedriickt war, verschwindet 

naturlich fur i = &, da alsdann wegen (la) ©i* = 0 wird. Unser 
Beweis, daB H eine Diagonal-Matrix ist, involviert also zugleich 
den Beweis des Energiesatzes. 

Weiter miissen wir uns iiberzeugen, daB die eingangs eiogefiihrten 
„Energie-Paraineter“ mit den Elementen der 

Energie-Matrix identidziert werden konnen. Wir begniigen uns hier 
mit der folgenden Verifikation: Naoh (la) und (9b) ist " 


Wik ^ 


27C 


Denselben Wert hat aber auch nach (13) die Differenz Ha — 

Von den Differenzen der JE konnen wir nun zu den E selbst iiber- 
gehen, die auf diese Weise erst hinsichtlich einer bisher unbestimmt 
gelassenen additiven Konstanten normiert werden, indem wir 
nach (13) setzen: 

( 16 ) s. = s„ = („ + !)» 


Dies ist aber genau der weUemneohanische Eigenwert aus 
Gl. (7a) des vorigen §. Die wellenmechanischen Eigenwerte 
und die quantenmechanischen Diagonal-Glieder der 
Energie-Matrix sind (in diesem Beispiel und aBgemein) iden- 
tisch. Dagegeii besteht gegentiber der friiheren Quantentheorie 
des Oscillators" der oft betonte Dnterschied von ,,halben“ und 
jjganzen*' Quantenzahlen. 
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Welche der beiden Methoden ist nun die einfachere, die 
analytisch - wellenmecliamsche oder die algebraisch - quanten- 
meobamsche ? Wenn wir von unserer analytischen Gewohnung 
abseben, werden wix sagen mussen: Die algebraiscb-quanten- 
meobaniscbe Metbode benutzt im Grunde elementarere Operationen; 
das Reobnen mit abzablbar diskreten Elementen ist im Prinzip 
einfacber als das Becbnen im Kontinuum. Andererseits baufen 
siob bei Problemen mit mebreren Preibeitsgraden die Indizes in der 
Matrizen-Reobnung derart, dafi die 'Cbersicbt leidet und die Pormeln 
abstoBend werden. Aucb treten im allgemeinen Scbwierigkeiten 
auf, die erst in den neuesten matbematisoben Darstellungen von 
Hilb ert und Wey 1 iiberwunden zu sein scbeinen^). Tatsacbe ist, daB 
gerade die wicbtigsten Probleme (Kepler-Bewegung, Zeeman-Effekt, 
Stark-Effekt) ibre voile Erledigung erst auf -wellenmecbaniscbem Wege 
gefunden baben. Die Saobe begt bier abnlicb wie in der Punktionen- 
Tbeorie, wo die spezifiscb elementaren Metboden von Weierstrass 
sobwerfaUiger sind als die infinitesimalen Metboden von Caucby und 
Riiemann. Wir konnen vielleioht so sagen: Die Matrizen-Metbode 
bat den Vorzug der prinzipiellen Einfaobbeit, die Wellen- 
mecbanik den der praktisoben Einfaobbeit und tJber- 
siobtlicbkeit. 

Wir fragen ferner: Welobe von beiden Metboden ist die voll- 
standigere ^ Aucb da mussen wir zunacbst der Quantenmechanik 
den Vorzug geben. Denn sie bat uns nicbt nur die Eigenwerte des 
Oscillators geliefert, sondern im Zusammenbang damit, naob einer 
einbeitlioben Metbode, aucb die Auswabbegeln [61. (9) und (9a)] 
und die Amplituden der Ausstrahlung [61. (11a) oder (12)]. Da- 
durcb erweist sicb die Quantenmecbanik als ein wirkHob zureiobendes, 
logiscb gesoblossenes Eeobensobema und untersobeidet siob wesent- 
bob von der fruberen Quantentbeorie, in der wir, um Aussagen iiber 
Intensitaten maoben zu konnen, korrespondenzmaBige Hilfs- 

^) Es handelt sicb um die sogenannte ,,Symmetrisierimg‘‘ der 
in der Hamiltonscben Funlction auftretenden Aggregate in p und q.. 
Da in der klassiscben Mecbanik, aus der die Form der Hamiltonscben 
Funktion ubemommen wird, Produkte wie p q und qp dasselbe bedeuten, 
in der Quantenmechanik aber nicbt, verfabrt man quantenmechanisch 
so, daB man an Stelle von pq den symmetrischen xmd daher eindeutigen 
Ausdruck setzt: % + ffp). Ein entsprechendes Verfahren Ifi-Bt 

sicb fiir beliebige Potenzen und weiterhin flir beliebige Funktionen 
definieren. Im Falle des Oszillators, wo in der Hamiltonscben Funk¬ 
tion (8) nur die an sicb schon symmetrischen Quadrate von p und q 
vorkommen, trat diese Schwierigkeit nocb nicbt auf. 
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annahmen heranziehen mufiten, die aiif einem ganz anderen Boden 
gewachsen waren als die Qnanten-Betrachtungen. Aneh die Wellen¬ 
mechanik, soweit wir sie bisher vorgetragen haben, geht zunachst 
nieht iiber die alte Quantentheorie hinans, indem sie nns zunachst 
nur die Eigenwerte und Eigenfunktionen liefert und nichts iiber 
Intensitaten aussagt. Aber wir werden im nachsteii § sehen, daB 
sie den Vorsprung der Quantenmechanik einzuholen imstande ist. 
Der richtige Standpunkt wird der sein, daB man die Bivalitat beider 
in ihren Kesultaten identischen Methoden feststellt und in ihr ein 
Abbild der beiden rivalisierenden Methoden in der Optik sieht, 
narolich der Lichtquanten und Wellen. 

Wie wir am Anfang dieses § sagten, stellt die Matrix q den mit 
Ausatrahlung verbundenen tJbergang von einem Zustand zu einem 
anderen dar, Wir interessieren uns aber sehr wesentlich auch fiir 
die Zustande selbst, iiber die wir ja z. B. nach der Methode von 
Stern und Gerlach weitgehende experimentelle Aufschliisse erhalten 
konnen. In der klassischen Mechanik und Elektrodynamik besteht 
kein Gegensatz zwischenZustandenundtJbergangen. Klassisch strahlt 
der Oscillator nach MaBgabe seines gegenwartigen Zustandes 
aus. Die Quantenmechanik, die sich in ihren Pramissen eng an die 
klassische Mechanik anschlieBt, nimmt die Ausstrahlung fiir die tJber- 
gange in Anspruch. Fiir die Zustande selbst behalt sie nur die 
Diagonal-Elemente q^^^ hbrig. Diese verschwinden aber nach Gl, (9 a). 
Die Quantenmechanilc macht also zunachst iiber die Zustande 
selbst nur die (an sich zutreffende aber nicht ausreichende) Aussage, 
daB sie strahlungslos sind. Sie ware in dieser Hinsicht der Wellen¬ 
mechanik unterlegen, die uns in der Eigenfunktion eine detaillierte 
Zu stands-Beschreibung vermittelt. Aber wir werden im iiber- 
naohsten § sehen, daB auch in dieser Hinsicht beide Methoden neben- 
einander bestehen konnen. Die Zustands-Beschreibung durch die 
Matrizen ist zwar etwas schwerfalliger als die durch die Eigen¬ 
funktionen vermittelte, aber im Grunde ihr aquivalent. 

SchlieBlich ist noch ein allgemeiner erkenntnistheoretischer 
Punkt zu beruhxen. Die ausgesprochene Absicht der ersten Heisen¬ 
berg sehen Arbeit iiber Quantenmechanik war, eine Methode zu 
entwickeln, ,,die ausschlieBlich auf Beziehungen zwischen prinzipiell 
beobaohtbaren GroBen basiert ware“. Vorstellungen wie „der Ort 
des Elektrons, die TJmlaufszeit, die Gestalt der Bahn“ soUen von 
der Betrachtung ausgeschlossen sein. Diese Beschrankung auf das 
direkt Beobachtbare grundet sich wohl letzten Endes auf die Mach- 
sche Philosophic und hat, in direktem AnschluB an Mach, vor drei 
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Jahxzehnten zur Propagierung der sogenanntea Energetik gefiihrt, 
die ntir Energiebetrage als physikaliscb gegebene und beobachtbare 
Grofien anerkennen wollte. Aber der Energetik konnte die so 
fruchtbare kinetische Gastheorie entgegengehalten werden, in der 
die Orte und Geschwindigkeiten der Gasmolekeln, obgleich sie 
sehwerlich im einzelnen beobachtbar sind, dooh als Zustandsgrofien 
der Theorie nicht entbehrt werden konnen. Ebenso kann man dem 
Heisenbergschen Standpunkt die Wellenmecbanik entgegen- 
balten, deren Eigenfunktionen ebensowenig wie die friiheren 
Elektronenbabnen im einzelnen durcb das Experiment kontroDiert 
werden konnen. ZweifeUos war die philosopbische Einstellung fiir 
den Erfolg der Heisenbergschen Gedankengange wesentlich. Aber 
das eigentliche Verdienst der Quantenmechanik sehen wir nicht 
in der gewollten Beschrankung auf das Beobachtbare, sondern 
in der einheitiichen Verschmelzung der klassisohen Ansatze mit den 
Erfordernissen der Quantentheorie. Die Beschrankung auf ein 
diskontinuierhches Netz von Koordinaten- und Impulswerten 
PiJe> Vorangehenden besonders betont haben, hat 

Heisenberg selbst beim Ausbau seiner Theorie (vgl. Kap. II, §9, 
betreffend die ,,Ungenauigkeits-.Relation‘‘) aufgegeben. 


§5. 

Vervollstandigung der Wellenmeehanik, Frequenz-Bcdingimg, 
Intensitllts-Fragen. 

Wahrend sich die Quanten-Bedingung (1) in § 1 wellen- 
mechanisch durch eine einfache Stetigkeitsforderung ersetzen bzw. 
verscharfen UeB, konnten wir bisher die Erequenz-Bedingung, 
Gl. (2) daselbst, noch nicht in die Wellenmeohanik einordnen. Um 
dies zu erreichen, ist es notig, die raumliche Wellengleichung zu 
einer ,,Zeitgleichung“ zu erweitern. Als Vorbereitung behandeln 
wir das de Brogliesche Problem des kraftefreien Massenpunktes 
(vgl. das Ende von §1). 

De Broglie ordnet jedem System von der Energie\^ bzw. der 
Masse m eine Schwingungszahl v zu durch die Einsteinsche Doppel- 
gleichung: 

(1) E = mc^ = hv. 

Von den beiden bier vereinigten Aussagen ist die eine das Gesetz 
von der Tragheit der Energie (Kap. 1, S. 53), die andere Einsteins 
hchtelektrische Gleichung (Kap, 1, S. 42) in einer prinzipieU ver- 
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einfachten Form. Wir vervoUstandigen unsere ebene Welle in { 
dieses Kapitels, Gl. (14), zu einem zeitlichen Schwingungsvergaii 
indem wir komplex schreiben: 

( 2 ) U = — 

Dies bedeutet, da nach (1) cj = 2 7tv = 2 TtE/h ist, daB wir unse 
fruhere ranmliehe Wellenfunktion 'll; zu einem raumzeitlicben Vorgai 


( 3 ) 


2 Tti 

u = Tjje * 


Et 


erganzen. 

Indem wir den Exponenten in (2), die ,,Phase*' der Well 
konstant setzen und naoh t differentiieren, erhalten wir die „Phase: 
geschwindigkeit**, die wir wie in § 1, Gl. (4) mit a bezeichnen woUe] 


( 4 ) 


dx CD 

dt h 


Setzen wir hier aus (1) ein o) = 2 tcv = 2 %mc^jh und benutze 
fiir h den Wert aus 61. (16) in § 1, so ergibt sich 




a = 


'O 


Da t; < c ist, folgt hieraus a > c. Die Phase der de Broglie 
Wellen pflanzt sich also mit tJberlichtgeschwindigkei 
fort. 


Wahrend wir uns soeben auf § 1, also auf die Sc hr 6 dinger set 
Wellengleichung bezogen, leitet de Broglie Gl. (5) in sehr al 
gemeiner Weise aus einer Lorentz-Transformation zwischen dem m: 
dem Massenpunkt bewegten Bezugs-System und dem System de 
Beobachters ab. 

Wir woUen nun zeigen, daB ^ fiir unseren Wellenvorgang (S 
die Rolle der Gruppengeschwindigkeit spielt. Bezeichnen wi 
diese mit b, so behaupten wir also 

(6) V = 6, ab == c^. 

Zur Definition der Gruppengeschwindigkeit dient, als Gegenstiio' 
zu 61. (4), 

, da> 

Da die Gruppengeschwindigkeit meist in ziemlich spezielle 
und unbefriedigender Weise erklart wird, und da sie uns im folgendej 
noch ofter begegnen wird, geben wir hier eine auf recht allgemeinei 
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Voraussetzungen basierende Ableitnng. Wir gehen aus statt von der 
Einzelwelle (2) von der Wellengruppe 

to + 6 

17= f A 

to -6 

d. b., wir denken nns eine kontiniiierliohe Sohar von Einzelwellen 
der Amplitude Adh iiberlagert, wobei wir uns A nnd co mit h irgendwie 
stetig veranderlich denken. Eine solche Scbar nennen wir aber nur 
dann eine „Gruppe“, wenn die in ihr enthaltenen Wellenzahlen 
hinreichend benachbart sind, was durch die Wahl der Integrations- 
Grenzen /cq ± ^ angedentet sein mag. Den Exponenten von e 
schreiben wir folgendermaBen um: 

hx — coi = h^x — + (fc — h^x — (co — 

Dadnrch erhalten wir: 

U =z — 

to + fi 

(8) O = J 

to —« 

Nun fragen wir nach soloben Stellen x, t, fiir welche die ,,mittlere 
Amplitude \ 0\ der Gruppe** (niobt wie vorher die Phase) einen 
konstanten Wert hat. Da x und t mix im Exponenten von (8) vor- 
kommen, haben wir zu setzen: 


also 


(h — /cq) X — (co — dOo) t = Const, 

dx (D — a)Q 

dt Jc — Jc^ 


Dieser Quotient hat aber ftir eine hinreichend enge Gruppe 
einen von h unabhangigen, nur von Jcq abhangigen Grenzwert, 
namlich 

^, _ /dG)\ 

dt-^- 


Damit ist Gl. (7) bewiesen. 

b gibt uns die Gesohwindigkeit an, mit der sioh die 
mittlere Amplitude \G\ der Gruppe fortpflanzt; die 
Portpflanzung der mittleren Phase bzw. der Phase des Mittel- 
punktes Jcq, cOq der Gruppe ist davon verschieden und nach wie vor 
durch Gl. (4) gegeben. 

Von unserem Ausdruck (7) gelangt man leicht mittels der 
Beziehung m =i ha ^ zu den gewbhnlich angegebenen Eormeln 
fiir die Gruppengesohwindigkeit: 

/r, \ r , 7 ^ 

(7a) 6 = a + 4jj=a-Jjj 
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Oder aueh zu der von de Broglie benutzten Darstellimg: 

1 _ d / v_\ 

( 71 >) T-dv\ar 

dooh ist ersichtUch unsere Formel (7) die einfaohere und wegen 
ihrer Analogie mit Formel (4) die lehrreichere. 


Wir Irnmnifin zum Beweise von Gl. (6). Naoh (1) ist 



Die Punkte deuten an, dafi zu dem hingesohriebenen Gliede noch 
ein konstantes binzutritt, Tvelches die Ruh-Energie bedeutet, 
und weitere Korrektions-Glieder, -welche der relativistischen Ver- 
anderlichkeit der Masse Reohnung tragen. Andererseits gilt nach (15) 
in §1 dieses Kapitels; 

, „ mv 

(gb) — 

Wir bilden aus (9 a, b): 


dm = 


2nm 

~ir 


vdv, 


dk = 


2xm 

~ir 


dv 


also folgt 

(9e) 

was zu beweisen war. 



Unser Besultat erscheint in dieser Ableitung nur als Naherung 
fiir kleine Geschwindj^keiten, da wir ja in (9 a, b) die Abhangig- 
keit der Masse von der Geschwindigkeit vernachlassigt haben. Tat- 
sachlich ist aber 61. (9 c) in der angeschriebenen Form exakt; man 
erkemit dies, wenn man sich mit de Broglie von Anfang an auf den 
relativistischen Standpunkt stellt. 

Bei dieser Gelegenheit moge eingeschaltet werden, dall wir in 
anderer Hinsicht die de Brogliesche Behandlungsweise durchaus 
nicht akzeptieren konnen: De Broglie laBt gewissermaBen als 
materieUen Kern des WeUensystems, duroh das er den Massenpunkt 
ersetzt, eine Unendlichkeits-Stelle der WeUenfunktion zu. 
Dadurch tritt an die Stelle der mathematischen Eindeutigkeit, 
wie sie in der spateren Schrodingerschen Theorie der Eigen- 
funktionen herrscht, eine weitgehende physikalische Willkiir. Wir 
sehen die de Brogliesche Theorie, ebenso wie Schrodinger 
selbst, als einen bedeutsamen Vorlaiifer der Wellenmechanik an, 
aber keineswegs als deren endgiiltige Form. 

Der Umstand, daB die Gruppengeschwindigkeit kleiner als 
die Lichtgeschwindigkeit c, also um so mehr kleiner als die 



§ 5. Brechungs-Index der de Broglie-Wellen. 


Phasengeschwindigkeit a wird, zeigt bereits, daB die Dispersion 
der de Broglie-Wellen normal ist. 61. (7 a) besagt namlicb 
wegen b<C.a, dafi da/dA > 0 ist; infolgedessen gilt fiir den 
Brechungsindex n = c]a 

(10) g<0. 

wie es beim sichtbaren Licht fiir normal dispergierende Korper der 
Fan ist. Der Ausdruck von n = cja als Funktion der de Broglie- 
schen WeBenlange ist nach 61. (5) in diesem § und 61. (16) in § 1 

_ V h 

c mck 

Von aUgemeinerer Bedeutung ist die Tatsache, daB die 6e- 
schwindigkeit v unseres Massenteilchens nioht der Fortpflanzung 
einer monochromatischen Welle, sondern derjenigen einer WeUen- 
gruppe entspricht, Nicht die monoohromatische WeUe ist das 
physikaliscbe Bild des bewegten Massenpunktes, sondern die 
Wellengruppe oder, wie man auch sagt, das Wellenpaket. 

Nunmehr gehen wir von dem kraftefreien Massenpunkt zu 
einem beliebigen weUenmeohanischen Problem iiber. Auch bier 
erganzen wir die raumlioh definierte Schrodingersche i^-Funktion 
nach Vorschrift des Ansatzes (3) zu einer Raum-Zeit-Funktion, die 
wir u nennen woken: 

Et 

( 11 ) u = 'ijje ^ 

Unter E verstehen wir hier den in der Differentialgleichung der 
tjj - Funktion vorkommenden Energie - Parameter, und zwar in 
rationeUer Normierung (vgl. Anm. 1 von S. 2); wir haben also in E 
nioht nur die kinetische und potentieUe Energie des betreffenden 
Zustandes, sondern auch die in den Massen enthaltene Ruh-Energie 
mitzurechnen, die beim einzelnen Massenpunkt durch E^^ m^(? 
reprasentiert wird. Denn nur bei dieser Auffassung von E hat die 
Definition der Schwingungszahl v in 61. (1) einen Sinn; es braucht 
kaum bemerkt zu werden, daB der Faktor von 2nitim Exponenten 
der 61. (11) eben diese Schwingungszahl v bedeutet. 

Aus dem, was soeben iiber die Normierung von E gesagt wurde, 
folgt, daB die gleiohe Normierung auch bei V vorzunehmen ist. 
Wir konnen also fur V deutlicher sohreiben 

( 12 ) 7 -^ 0 += 

Sommerlold, Atoiabau und Spektiallinion. Erg.’Bd. 
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wo 27 die in gewohnlicher Weise gerechnete ,,Energie der Lage'‘ 
bedentet. 

Nun entsteht die Prage, ob wir die Schrddingersche Gleichung 
ftir Tp in eine „Zeitgleichung“ umschreiben konnen. Dies warden 
wir nach der optisohen Analogic in § 1 fordern miissen. Denn dort 
war die die Zeit enthaltende Gleichung (5) das Primare und 
physikaKsch Gegebene; die raumliche ^-Gleichung (6) entstand 
daraus erst durch den monochromatisoben Ansatz (5 a). Diese Zeit- 
gleicbung darf aber, wie im optisohen Falle, nur allgemeine Material- 
Konstanten, keine speziellen Zustands-Konstanten enthalten. Unser 
Eigenwert - Parameter ^ ist eine Zustands - Konstante, da er von 
einem zum anderen Eigen-Zustand wechselt; er darf also in 
der gesuchten Zeitgleichung nicht vorkommen; oder, 
anders ausgedriickt: der 'O’bergang zur Zeitgleichung be- 
zweckt, den Parameter ^ aus der Wellengleichung zu 
eliminieren. Wir schreiben die Schrddinger-Gleichung in der 
Form (11) des § 1, bemerken aber, daB sich alles Folgendeauch auf 
Mehr-Elektronen- (Mehr-Korper-) Probleme, z. B. in der Form der 
Gl. (12) daselbst, tibertragt. Wir gehen also etwa aus von 

(12a) = 


und bemerken, daB dies vermoge des Ansatzes (11) gleichbedeutend 
ist mit der Zeitgleichung 


(13) 


„ h du 

^ 2 3vidi' 


Wir stellen der GL (13) eine konjugierte zur Seite: 


(13a) 






h du^ 

2iti ’ 


indem wir definieren durch 

2 n 

(11a) tA* = ^*e ^ 


und Tp* als konjugiert imaginar zu ip annehmen. NattirHch ist 
'fp* = falls, wie in dem Oscillator-Beispiel, ip reell ist. In anderen 
Fallen (vgl. Zeeman-Effekt, § 11) dagegen ist ip wesentUch komplex. 

Damit ware das Ziel erreicht: E aus der Wellengleichung zu 
eliminieren und dafiir die Zeit in diese Gleichung einzufuhren. Aber 
das Ergebnis entspricht nicht ganz unserer Erwartung; Wir wunschten, 
im AnschluB an (5) in § 1 eine ,,Schwingungsgleichung“ zu erhalten, 
in der die „Eeschleunigung‘‘ d^ujdt^ vorkame. Statt dessen haben 


§ 6. Vervollstandigung der Wellenmechanik. 
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wir in (13) und (13a) Differential-Gleichungen vom Typ der „Dif- 
fusionsgleichung*" gefunden, inwelche die ,,Geschwindigkeiten“ 
hzw. eingehen. Allerdings Landelt es sich dabei um eine 

Diffusion mit imaginaren ,,Diffusions-Koeffizienten'‘ und daher 
nicht um ein exponentielles Abklingen in der Zeit, wie es sonst 
fiir die Diffusions-Erscheinungen oharakteristisch. ist, sondern 
um ein zeitlich periodisohes Verhalten, wie wir es in (11) und (11a) 
angesetzt batten. Man kann umgekehrt bemerken, daB eine 
Schwingungsgleichung mit imaginarer Portpflanzung ein zeitliohes 
Abkbngen bedingen, also dem Diffusions-Gharakter entspreclien 
wiirde. 

Die Gin. (13) und (13a) sind vorlaufig ibrer Ableitung nacb 
der zeitfreien Gl. (12) volbg aquivalent und wir sind mit ibrer Auf- 
steHung bis jetzt keinen Scbritt liber Gl (12) binausgegangen Um 
weiterzukommen, werden wir postulieren, daB die Gin (13) und (13a) 
aucb dann nocb gelten, wenn das Problem eine andere Zeitabbangig- 
keit besitzt als die von Gl. (11), wenn also etwa aucb V die Zeit 
expbzite entbalt. Wir bebaupten also in (13) und (13 a) die allgemeinen 
,.Zeitgleicbungen‘* der (niobtrelativistiscben) Wellenmecbanik vor 
uns zu baben, die fiir alle Probleme zustandig sind, deren auBero 
Krafte sicb durcb ein Potential V {x^, bescbreibeii 

lassen. Sie regulieren nicbt nur die einzelne Eigenscbwingung, 
sondern aucb bei entsprecbender Anregung einen Komplex von 
Eigenscbwingungen. 

Fiir das zunacbst Eolgende dagegen werden nicbt so sebr die 
Differentialgleicbungen (13) und (13 a), als vielmebr die Ansatze (11) 
und (11a) frucbtbar sein. Diese letzteren fiibren uns namlicb zu 
der in der t)berschrift dieses § genannten Vervollstandigung 
der Wellenmecbanik. 

Wir erinnern zunacbst an den Greenscben Satz in seiner 
einfacbsten Form (wegen w;eitgebender Verallgemeinerung verweisen 
wir auf § 9): 


(14) 



— vdv) dx 




u und V sind bebebige stetige Funl?:tionen in dem durcb das Element d r 
bezeicbneten Integrations-Raum, d(S ein Element der Oberflacbe 
dieses Raumes. Im FaUe eines Massenpunlites ist dx ein drei- 
dimensionales Raumelement, im Falle mebrerer ein mebrdimen- 
sionales, Setzen wir ^ == gleicb zwei Eigen- 

funktionen, die zu unserer Wellengleicbung (12 a) geboren, mit den 

4 ,* 
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Eigenwerten so konnen w die Oberilache 6 ins Unendliclie 

riicken lassen, ohne je auf eine Singularitat zu stoBen. Das Integral 
rechts verschwiadet dann, sofern u und v selbst hinreichend stark 
verschwinden, was bei diskreten Eigenwerten stets der Fall ist. 
Auf der iinken Seite wird A u bzw. A v proportional mit — V) ijjn 
bzw. — und wir erbalten aus (14) (das Glied mit V bebt 
sicb beraus) 

(-®7n -^Ti) J = 0, 

Sind die E samtlicb voneinander versobieden und ist mzifzn, so 
muB das Integral versobwinden. Dies ist die Ortbogonalitats- 
Bedingung der Eigenfunktionen. Fur m = n verscbwindet 
das Integral natiirbcb nicbt. Wir setzen es gleicb 1 und normieren 
dadiorcb die Eigenfunktion, in deren Definition bisber eine multi- 
pbkative Konstante unbestimmt war. Wir erbalten so die all- 
gemeine Normierungs-Bedingung, welcbe von den gelegentbcb 
genannten speziellen Normierungen [vgk z. B. Gl. (12 a) in §2] 
versobieden ist. Ortbogonalitats - und Normierungs - Bedingung 
fassen wir mit Benutzung der „Einbeitsinatrix“ .(5 a) in § 4 zusammen 
zu 

(15) j 

Wenn ip komplex ist, werden wir mit Biiicksicbt auf die Beabtat 
von dnm statt dessen setzen 

(loa) j 

insbesondere fiir n — m 
(15b) 

Nacb (11) und (11a) gilt dann auch 
(15c) 

Bier setzt nun die wesentliche pbysikaliscbe Hypotbese der 
Schrodingerscben Tbeorie ein, welcbe liberbaupt erst den Ver- 
gleicb von Tbeorie und Erfabrung ermogbcbt: Die im ganzen 
Raume stetig verteilte positive GroBe 

(16) ^ 

soil eine Dicbte bedeuten, mit m multipbziert die Massen- 
dicbte, mit e multipliziert (wenn unser Massenpunkt ein Elektron 
ist) die Ladungsdicbte. Die Bebauptung ist, daB wir die elektro- 




§ 6. Dichte iind Moment der Ladnngsverteilung. 
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dynamischen Wirkungen (KirMte und Ausstrahlung) riohtig treffen, 
wenn wir so rechnen, als ob die Ladung des Elektrons kon- 
tinuierlicb mit der Dichte im Raume verteilt ware. 
Was diese befremdende Hypothese physikalisch bedeuten mag, 
werden wir erst spater (§8) besprecben. Hier wollen wir sogleich 
ihre Konseqnenzen ziehen. 

Wenn q eine Dichte, so ist 

(17) M=jqQdt 

das „Moment“ dieser Dichteverteilnng mit Bezng auf die Ko- 
ordinate q. 

Mit e multipliziert, bedeutet also M das elektrische Moment, 
z. B. fiir g = ic die ic-Komponente des elektrischen Moments 
unserer Ladnngsverteilung. Nun werden bekannthch Grofie und 
Polarisation der Ausstrahlung elektrodynamisch berechnet 
dutch die zeitliche Veranderung der Komponenten des elektrischen 
Moments eM. Wir haben also in dem zeitlich variablen Bestandteil 
von M ein MaB der Ausstrahlung. 

Zunachst miissen wir aber unseren Standpunkt aUgemeiner und 
formaler nehmen. Wir miissen namhch nicht nur von einem Zu- 
stand und der zugehorigen Dichte q sprechen, sondern auch von 
dem Dbergang aus einem Zustand n in einen anderen Zustand m 
und von der diesem tJbergang entsprechenden ,,Dichte“ 

( 1 -®} Qnm 

Perner bilden wir in formaler Analogic zu (17) das diesem tJbergang 
zugeordnete „Moment“ 

(19) -^nm j* Q. Qnm^^ J qUjiU^dt* 

Natiirlich geht bei dieser Verallgemeinerung der urspriingliche Sinn 
der Vorstellungen „Dichte‘‘ und „Moment“ verloren, so daB uns 
diese Bezeichnungen nurmehr als Wegweiser zu den in (18) und (19) 
enthaltenen analytischen Definitionen dienen. 

In (19) setzen wir die Darstellung von u aus (11) ein, indem 
wir dieselbe auf zwei verschiedene Eigenfunktionen n und m anwenden. 
Es entsteht: , 

( 20 ) = 

( 21 ) Qnm — 
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I -J 


i 


Diese nennen w das „Matrixeleirient'' derKoordinate^ 

nnd deuten damit ihren Ursprung aus der Matrizen-Bechnung an. 
In der Tat werden wir im nachsten § zeigen, dafi das in (21) ein- 
gefuhrte System der GroBen mit der im vorigen § behandelten 
gf-Matrix identisoh ist. 

Wir betrachten zunacbst den einzelnen Znstand, indem 
wir w = n setzen. Dann wird ersichtlich (18) mit (16) und (20) 
mit (17) identiscb. Dicbte p nnd Moment M sind in diesem Falle 
zeitlich Constant nnd die Ausstrahlung wird Null. Die Eigen- 
znstande (die stationaren Babnen der alten Tbeorie) sind 
frei von Ausstrahlung. 

Sodann betrachten wir den tJbergang n —^ m. Dichte 
und Moment sind dann zeithoh variabel. Die Schwingungszahl 
des Momentes und daher auch der Ausstrahlung w'ird nach (20): 


( 22 ) 


V = 


h 


Hier haben wir die Bohrsche Frequenz-Bedingung vor uns, 
welche somit (vgl. den Anfang dieses §) ebenso wie die Quanten- 
Bedingung in die Wellenmechanik eingeordnet ist. Es ist nicht 
unsere Meinung, daB wir in dieser Weise eine Ab leitung der Frequenz- 
Bedingung, etwa auf klassischer Grundlage, gegeben haben. Denn ^ 
wir haben sie im Grunde durch den Ansatz (11) bereits in unsere 
Annahme uber die Zeitabhangigkeit des einzelnen Zustandes hinein- 
gesteckt. Aber es ist wichtig, daB wir nun ein der klassischen Theorie 
nachgebildetes Rechenschema haben, um die Einzelheiten der 
Ausstrahlung, ihre Polarisation und Intensitat, beurteilen zu konnen. 
Wir schhefien naralich aus (21): 

Wenn fiir gewisse Zahlen n und m und fiir eine gewisse 
Koordinaten-Richtung, z. B. g = a;, versch-windet, so haben wir 
eine Polarisations-Regel: Der "Obergang > m liefert keine 
Strahlung, die einer Schwingung in der jr-Richtung entspricht; 
d. h. die a:-Komponente des elektrischen Feldes der Strahlung ver- 
schwindet. 

Wenn bei gegebenem m fiir jede Wahl von q {q== x,y,z) 
verschwindet, so ist der tJbergang n —> m schlechtweg strahlungslos. 
Wir interpretieren dies dahin, daB er verboten ist. Dies liefert 
uns eine AuswahJregel. 

Wenn q^^ von Null verschieden ist, so sehen wir [ 
Intensitats-MaB fur den betreffenden tJbergang und die be- 
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treffende Polarisations - Bichtung an. Naturlich sind dabei die 
und im Sinne der allgemeinen Bedingung (15) normiert zu 
denken. 

Was fiir den tj bergang n —> m gilt, gilt aucb fiir den tJber- 
gang m—> n. Dieser ist nach (22) durch die zu konjugierte 
GroBe charakterisiert: 

(23) qimn J 

so daB 

(24) I fowl = IS'winl* 


Unser Intensitats-MaB hangt in symmetrischer Weise vom 
Anfangszustand n und Endzustand m ab ■— ein sebr bemerkens- 
wertes Gesetz, welches sich in den Summenregeln von Burger 
und Dor gel o (vgl. Kap. 8, §5) widerspiegelt. 

Die in Gl. (23) enthaltene Tatsache heiBt in der Ausdrucksweise 
von §4, Gl. (3a): Die Matrix der q ist eine Hermitesche. 


Mit der Einfuhrung des Pseudo-Momentes und des 

Matrixelementes haben wir allerdings den urspriingliohen Boden 
der Wellenmechanik verlassen. Schrodinger, dem wir die Dar- 
stellung (21) der g'-Matrix verdanken, hat versucht, ihre Einfuhrung 
seinen urspriingliohen Ideen anzupassen. Er nimmt an, daB beim 
Ubergang n —>■ m beide Eigenzustande % und m koexistieren 
soUen, in gewissen Anteilen, die durch Koeffizienten und ge- 
messen werden mogen. Der aus beiden uberlagerte Zustand wird 
dann dargestellt durch 

W ^ * ? 


2 Tti , 




“f" 




und es ergibt sich nach der xirspriinglichen Dichte-Definition in (16) 

— (E -E 

(25) = CnCttntn + 

Diese Dichte setzt sich also zusammen aus zeitlich konstanten 
Teilen, die uns nicht interessieren, und aus zwei zeitlich variablen 
Teilen, die die gemeinsame Schwingungszahl (22) haben. 
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Sodann bildet Schrodinger das Moment der Dichteverteihing 
(25) nach der urspriinglichen Vorscbrift (17): 


(26) 


I M — j “h j 

1 + 2 ECncZ qn «. e~ ~ \ 


Hier bedeutet R das Zeicben des reellen Teils (also die halbe Siimme 
der dahinter stebenden komplexen GroBe und ibrer konjngierten) 
und das in (21) definierte Matrixelement; erscbeint bei 
dieser Einfubning als eine GroBe, die fiir den ans der Uberlagerung 
beider Eigenscbwingungen entstebenden Zustand cbarakteristiscb 
ist. Die weiteren Scblusse beziigbcb Polarisation nnd Intensitat 
der Ausstrablung sind dann dieselben wie oben. 

Wir baben dieser scbeinbar anscbaulicberen Einfiibrung der 
abstrakte und formale Darstellung der Ausstrablungs- 
Eegeln vorgezogen, und zwar aus folgendem Grunde: 

Der Ansatz fiir u, der zu (25) und (26) fubrte, entb^ nocb die 
wiUkurbcben Koeffizienten c„, Diese rniissen sinngemaB gedeutet 
warden als Anregungsstarken der Zuatande n und m. Es ist 
klar. dafi die ausgestrablte Intensitat abbtogt von der Anzabl der 
Atome, in denen der Anfangszustand n angeregt ist, also von dem 
Koeffizienten c„. Aber nach GL (26) wuxde sie aucb abbangen von 
dem Koeffizienten d. b. von der Anzabl der Atome, in denen 
der Endzustand realisiert ist. Dies scbeint sinnlos und widersj)ricbt 
den Erfahrungen z. B. bei den ElektronenstoB-Versucben. Es ist 
scbwerlicb zutreffend, daB fiir = 0, wenn also der Endzustand 
nicbt angeregt ist, die Intensitat des tJberganges n —>• m ver- 
scbwinden rniisse. Viebnebr gibt es „spontane'‘ tJbergange auch 
nacb nicbt-angeregten Zustanden. Wir rniissen daber die Not- 
wendigkeit der Einfiibrung unbestimmter Koeffizienten als 

^bwaeben Punkt in der von Schrodinger gegebenen Darstellung 
der Intensitatsfragen ansehen. 

Eine wirklicb befriedigende Behandlung dieser Eragen kann 
^n CTst erwarten, wenn die Strablung in die Grundlagen der neuen 
Theone emgearbeitet sein wird"). Wir haben uns im AnschluB 


anderen Methoden die 

spontanen iTbergange erfolgreich behandelt ist. ex^noaen, die 
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an Schrodinger (und ancb an Heisenberg) damit begntigt, 
sie in etwas auBerlicher Weise ans dena Moment M Oder zu 
entnehmen. Wir konnen dies nur dnccli die allgemeine Korrespondenz 
mit der klassischen Elektrodynamik begriinden. 


§ 6 . 

Intensitatsfragen beim Oscillator nnd Rotator* 

A. Per lineare karmonisolie Oscillator. 

Wir konnen jetzt unsere wellenmeohanisclie Bebandlung in 
§ 3, A so weit erganzen, dafi sie der qnantenmeclianischenBebandlung 
in §4 gleicbwertig wird. 

Pa wir beim linearen. Oscillator nur eine K-Oordinate q ^ x 
haben, schreiben wir statt kaben nach GL (21) des 

vorigen § (die ^ sind reell) 

4- ao 

( 1 ) = j X 


Statt X benutzen wir die bequemere, dimensionslose Koordinate | 
aus Gl. (5a) in § 3: 

(2) I = Voco;, DC = —^- 

Es wird dann 

4- oo 

(3) tnm J ^ 

— oo 

Wir zeigen, daB nur dann von Null verschieden ist, 
wenn m = n -^ 1 ist. 

Zu dexa Ende erinnern wir uns der analytischen Darstellung 
der Eigenfunktionen Nach GL (8) in § 3 ist 

(4) = 

^n(i) kedeutet das Hermitesche Polynom ?^-ten Grades, welches 
in § 3 durch die Rekursionsformeln seiner Koeffizienten definiert 
war. JVn ist ein Normierungsfaktor, der so zu wahlen ist, daB ^ der 
allgemeinen Normierungsbedingung (15) in § 5 geniigt. Infolge- 
dessen gilt [vgl. (4) und (2)]; 

+ oo -h oo + oo , 

± j = j = \/^ j = y«. 


( 5 ) 
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Wix nehmen zunachst an 

n <m 

und schreiben statt (3) 

+ oo 

(6) ‘ J 6^71 + 1® ^ 

— C30 

Hier ist gesetzt: 

0^ + 1 ist also ein Polynom {n + l)-ten Grades. Wir konnen aber 
jedes Polynom (n+l)-ten Grades, ebensogut -wie aus den auf- 
einanderfolgendenPotenzenl®, ^ aucL ztisammensetzen aus 

den aufeinanderfolgenden Polynomen H in der Porm 

(7) = 

0 

Die Koeffizienten sind daraus zu entnehmen, daB man rechts 
und links alle Potenzen, von ^ beginnend bis I*’, einander gleich- 
setzt. Die Koeffizienten Cy konnen teilweise verschwinden (z. B. 
werden in unserem Palle, wenn n gerade ist, alle Cy mit geradem v 
gleich Null); aber sicker ist c^j^-^rfzO. Wir setzen die Darstellung 

(7) in ( 6 ) ein und erkalten 

( 8 ) 

0 Lao 

Nack der Ortkogonalitats-Bedingung (15) im vorigen § versckwindet 
aber jedes Glied dieser Reihe, mit eventueller Ausnakme des letzten, 
falls namlich 

(9) m = n I 

ist. In diesem Palle haben wir wegen (5) 

( 10 ) in,n + l= + 

Der umgekehrte Pali 

man 

ist durck Vertauschung von m und n zu erledigen. Statt (9) findet 
man so als Bedingung fur das Nicht-Versckwinden von 

(9a) 7 i = m+l, also m = — 1, 

und statt ( 10 ) 

( 10 a) in^n — l 
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Es bleibt niir noch der triviale Fall 


m = n, 
wo 

(lOb) = 0 

^ oo 


wird, well gerade, also ungerade in | ist. 

Damit haben wir die Auswablregel fur den harmonischen 
Oscillator bewiesen. Wir finden, wie in § 4, unter Beriicksichtigung 
der Aiisfubrungen vom Ende des §5: Alle Ubergange m 
sind verboten, mit Ausnabme yon n — 

Zu den Intensitiitsfragen iibergebend, haben wir nach (10) 
und (10 a) die Koeffizienten und zu berechnen. Es sei 

der Koeffizient der hochsten Potenz in Dann zeigt der Ver- 
gleich der beiderseitigen Potenzen ^ in (7) sofort: 


also 

(11) 


I +1 +11 


<^n-l 


%+l 


<* 71+1 


Um nun die zu berechnen, brauchen wir eine formale Dar¬ 
stellung der Hermitesehen Polynome. 

Vorbehaltlich des nachiolgenden Beweises behaupten wir; 

(12) fl,(|) = (_l).«P_^. 

Diese Darstellung zeigt sofort, daB der hochste Koeffizient 
der durchfortgesetzte Differentiation yone— ^gewonnenwird, lautet: 

(13) = 2« 

Eerner laBt sie erkennen, daB das in (5) yorkommende Integral 


(14) 

den Wert hat: 

(15) 


— oo 

X — 2”wl ^nt. 


Man beweist das so: Setzt man in (14) fur einen der beiden 
Eaktoren H die Darstellung (12) ein, so entsteht 
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und dureh ?i-malige partielle Integration — man beachte das Ver- 
schwinden aller Ableitungen von er- an den Grenzen | — dz c>o — 






d|. 


Setzt man also wie vorher 

^«(l) = «»!" + 


SO wird 


X 


+ oo _ 


also wegen (13) x = nl , was zu beweisen war. 

Wir mtissen nocb den Beweis nacbtragen^ dafi die in (12) ein- 
gefiilirten Polynome ff der GL (6) in § 3 geniigen, die wir mit Riick- 
sicht aiif (7) daselbst scbreiben konnen: 

(16) H::-2iE'r, + 2nS, = 0. 

Der folgende einfache Beweis laBt sich anch fiir andere Palle (Kugel- 
fnnlvtionen, Laguerresche Polynome) verwenden, Wir setzen 

(16a) u = 

und bilden 

— = u = — 2tu. 

Dureh fortgesetzte Differentiation folgt daraus nach der Forniel 
fiir mehrfache Differentiation eines Produktes 

(17) + 2 ) — — 21 — 2 (n 

Nach (12) ist aber 

(_ lyu^n) = 

also wird 

(_ + 1) = e- _ 2 

(_ !)»«(« + « == e- i\Hl - 4 + (4 ^ - 2)fl„)- 

Tragen wir diese Ausdriicke in (17) ein, so entsteht in der Tat (16). 

Der Wert des Normierungsfaktors folgt jetzt aus den 
Gin. (14), (15) und (5) zu 


(18) 

Somit wird 


^2»«! y® = Va, Nn = 

^n 1 


2”nl 


nr- 


Perner folgt aus (13) und (11) 


= y2 


n. 


On = 
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Naoh (10 a) hat man also 

t _ l/^« 

Sn. n — 1 — 1/ “2 

Urn zu unserem urspriinglichen IntensitMs-Mafi zuriick- 
zugehen, benutzen wir Gl. (3) mit m = n — 1 und beriicksichtigen 
Gl. (2). Wir finden so 

-■-=yf„=y^ 

tind naturlich gleiehzeitig 
(19a) + , + 

DieseWerte sind aber identisch mit den Werten \qn,n—i\ 

Un, 7 i + i| Gl. (12). Ebenso ist nnsere Gl. (10 b), die wir 

auch sohreiben konnen 

(19 b) = 

identisch mit der Gl. (9a) in § 4 fur i = ib = %. 

Wir konstatieren also an unserem Beispiel, was von Schro- 
dinger^) und Eokart^) aUgemein festgesteILt ist: Die quanten- 
mechanischen und wellenmechanischen Methoden 
fuhren zu den gleiohen Ergebnissen nicht nur fiir die 
Energie- bzw. Eigenwerte, sondern auch fiir die Inten- 
sitaten. 


Wir kommen erganzungsweise auf eine Liioke zuriick, die am 
SchluB von § 4 geblieben war. Dort schien es, als ob die Quanten¬ 
mechanik zwar die tJbergange, aber nicht die Zustande des Os¬ 
cillators fassen konne. Die Zustande werden quantenmechanisch 
zunachst beschrieben duroh die Diagonal-Matrix-Elemente qn, n, 
welche beim Oscillator verschwinden. Diese Elemente bedeuten 
• wellenmeohanisch die „Momente erster Ordnung“ der Ladungs- 
Verteilung Aber wir konnen wellenmeohanisch auch die „Momente 

hoherer Ordnung“ bilden, z. B. 

4-00 

(19 c) (a:®)„, n= a- ’/s j 


1) E. Schrodinger, tiber das Verhaltnis der - Heisenberg. 
Born-Jordansohen Quantenmechanik zu der meinen. Ann. d. Phys. 
79, 734, 1926. 

2) 0. Eckart, Operator Calculus and the solution of the equations 
of quantum dynamics. Phys. Bev. 28, 711, 1926. 
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DiesesquadratisclieMomentundalleMomentegerader Ordnnng 
verschwinden nicht. Dementspreoiiend verschwinden auch nicht 
die Diagonal-Matrix-Elemente aller geraden Potenzen von q. Die 
Gesamtheit dieser Moments kann nnn gerade dazu dienen, den 
])etreffenden Zustand quantenmechanisch zn charakterisieren. [Naoh 
einem beruhmten Satz von Stieltjes wird eine beliebige Massen- 
verteilimg ip (x) durch die Gesamtheit ihrer Momente eindeutig 
bestimmt.] Man findet z. B. fiir das Integral in ( 19 g) nach der 
einfachen Methode vom Anfang dieses § 

= c„, 

wo Cn den Koeffizienten von Hn in der Entwicklung von + 2 = 
nach den Polynomen Hv bedeutet. Dieser Koeffizient c,, lafit sich 
leicht durch die hochsten Koeffizienten der Polynome Hn,Hn + i 
und Sji 2 berechnen, Es ist hleXj daO diese anslyl/ische Ausrechnunff 
des quadratischen Momentes -vdel einfaeher ist als die entsprechende 
Matrizen-Pechniing; und es ist auch hlar, daB die Pesohreibung 
des Zustandes dmch eine einzige kontinuierliohe Zustandsfunktion ^ 
ubersichtlicher ist als die Beschreibung durch eine unendlibhe Folse 
von Momenten, zu der die Quantemnecharuk fuhrt. ° 


B. Der raumliche Eotator. 

Die Koordinaten des Rotators seien, wie in § 3, B, %• und m; 
durch sie driicken sich die rechtwinkligen Koordinaten des rotierenden 
Ifassenpu^tes — wir wollen sie -q, g nennennnd sogleich komplex 
zusammenfassen — folgendermafien aus: 

(-0) § + = a sin •& eiy, g = « cos %•. 

Wir haben / fur ± i geschrieben, urn das hier auftretende unbe- 
^^te Vorzachen von einem spater vorkommenden zu sondetrn 
Die Eigenfunktionen sind 

= (cos «•) 

f Kug6lfunktionen“ denken wir uns in der 

ubhchen T^eise nor^ert, namlich nach den Gin. (12) und (12a) 

nil- denkenwir miser in rationoller Weise auf Bins" 

-I5, humigefngt haben. Wit bestiinnien sie so dal! 

Zbf L? ^ verZgT; “ 



§ 6. Intensitatsfragen beim Rotator. 


sondern dariiber hinausgehend 


(23) 

+ 1 

1 [P.“ (a:)]®da; = N^, x = cos 6-, 

und 

2 7t 

(23 a) 

= Nfp = 2%, 


0 


Die Ortbogonalitats-Bedingungen verlangen [vgl. (15 a) in 
§ 5, wo nnumebr die einfacben Indizes n iind m durch die Doppel- 
indizes m, /u und m', fj! zii ersetzen sind]: 

anBer wenn fj, /jf nnd gleicbzeitig m = m' ist. Fiir pbzp. jjf 
ist diese Gleichung vermoge des Integrals Tiber tp erfiillt; fiir fjf 
verlangt sie: 

+1 

( 2 ^) = 0 , m=l=m'. 


Es sei ansdriicklicb betont, daB wir diese Gleichung bier nicbt 
durcb besondere Recbnungen mit Kugelfunktionen zu beweisen 
braucben, sondern daB sie bereits aus dem allgemeinen Satz des 
vorigen § Tiber die Ortbogonabtat der Eigenfunktionen folgt. 

ZuT Berecbnung.des Normierungsfaktors miissen wir erne 
formelmaBige Darstellung der baben. Fiir unsere Zwecke eignet 


sich am besten die folgende: 

(25) P5»(a:) = P^i^) = 


d”' 


2’^m! dx”*' 


(a;3 — i)m^ 


woraus nacb (12) in §2 folgt: 


(25 a) 




(1 — x^yii 

2™m! dx'^ + i^ 


— 1 )" 


DaB (25) der Normierungs-Bedingung (12 a) in §2 genngt, ist un- 
mittelbar ersichtlich; aber w miissen aucb zeigen, daB (26) die 
DifferentiaJgleichung (2) in §2 befriedigt, welohe fur y = Pm in 
den jetzigen Bezeiebnungen lautet; 

(26b) {1 — 3^)y"— ixy'+ m{m+l)y=0. 


Man setze, ahnlioh. 'wie in (16 a), it = (a^ — 1)“; dnrch einmalige 
Differentiation erbalt man 

(a:® — 1) m' = 2 mxu 
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und durch fortgesetzte {m + l)-malige Differentiation 
— 1)+ 2> 2(m + 1) -f w(m -f 1) 

z=: 2 mxu^^ +2 7n.(m -f 1) 

Zieht man znsammen und schieibt nach (25) = y, so entstelit 

in der Tat (26b). 

Um nun das in (23) vorkommende Integral, d. h. das Quadrat 
unseres Xormierungsfaktors Nd- zu berechnen, bilden wir nach (25 a) 

+1 

(21) Nd — 2sm(^ijs + ,u ~~ lYdx. 

~ 1 

Hier hat G die Bedeutung 


I + ,U 


{x^ — 1)’^; 


das hochste Glied in G ist mit 

(28) a = (—l)«2m(2m— |n4-1) = (— l)« 


(2 m)l 
(m — ^)! 


handenen 


Integration entsteht aus (27) (die vor- 


* —--o-y*j I y VUJL" 

T -^ ± a; reiehen gerade aus, um das Verschwinden 

der Lrlieder oime Integralzeichen zu sichern): 

+ 1 

I (^+j0!® 




(27 a) = (— i)in + fi - 

Xim genugt * 

f^ +1 +1 

'Sm= j(x^—l)”‘dx = /(»*— l)^-^x^dx — j(x^—l)m-i(ix 


+ 1 

= 2^ I * it*’ - !)"■** -5»-. = - 5^ S» 


der folgenden Rekursionsformel: 

„ 2m 

2“— 2OT+1 

Aus mr folgt wegen go = 2 


(29) 


IT —c_i'|tn 2m(2m — 2)(2m—4)...2 


== (— 1)” 2 


(2”>miy 


somit aus (27 a) und (28) 
(30) J\r| = 


(2m+l)!’ 


2_ (m -f- ft)l 


2 TO-)- 1 (m —^)1’ 
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insbesondere ergibt sieh fiir ,ti = 0 die sehr bekannte Formel 


(30 a) 


m = 


2 

2m-}- 1 


Der geaamte Normierungsfaktor, der gleicb dam Produkt von 
Ny, und ist und mit bezeichnet werden soil, -wird nach 

61. (30) und (23 a) gegeben durcb 


(31) 


m, .u 


4gr (m + iJt)\ 
2 m -f 1 (m — ^)r 


Wir kommen min zu den Intensitats- und Polarisationsfragen 
beim Rotator. Die Grundlage bilden wieder die Matrizenelemente 
der Koordinaten, und zwar der reohtwinkligen Koordinaten (20). 
Wirmiifitendiese jetztkonsequenterweise mit vier Indizes schreiben: 


lUld (I -|- 

Wir zeigen aber leicbt, daB die ersten bzw. die letzteren nur 
von Null verschieden sind, wenn 


(32) bzw. ± 1, 

so daB wir nacb Einsetzen des betreffenden Wertes von die 
Schreibweise abkurzen konnen in 

(32a) ...({i' — (i) nnd (| + • • • (ft' = }* ± 1), 

wobei den beiden Vorzeichen von j die beiden Werte ± I 

zugeordnet werden konnen. 

Der Beweis von (32) liegt darin, daB die Matrizenelemente fur 
g bzw. I + folgende nach. (p genommenen Integrale enthalten: 

2 72 2 72 

J g± i (jii- fp ^(p bzw. J e- ^ ^ d(p» 

0 0 

Sie verschwinden nur dann nicht und sind gleich 2 7C, wenn 
fj, — jll' = 0 bzw. — |W' = zb 

womit die „Auswahlreger‘ (32) bewiesen ist. 

Wir haben damit aber gleiohzeitig eine „Polarisationsreger‘ 
gewonnen: Der Pall fjf (jl entspricht einer Schwingung parallel zur 
g-Achse (einem variablen elektrischen Moment M von dieser Richtung, 
vgl. § 5), der Pall|W'=/<Azb 1 hedeutet eine zirkulare, rechts oder links 
polarisierte Schwingung in der -jy-Ebene (entsprechend einem nur 
der Richtung, nicht der GroBe nach veranderhchen elektrischen 
Moment in dieser Ebene). Indessen ist zu bemerken, daB die g-Achse 
empirisch nur dann von anderen Richtungen zu unterscheiden ist, 
wenn sie physikalisch, z. B. durch ein Magnetfeld, ausgezeichnet ist. 

Sommerfeld, Atombau uud Spektralliuien. nrg.-Bd. 5 
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Unsere Polarisationsregel kame daher ntir beim Zeeman-Effekt 
zur Geitung, der aber beim Eotator des zweiatomigeii Molekiils, 
wie er in den Bandenspektren realisiert ist, so klein wird, daB er 
bisher nicht beobacktet wnrde. Im iibrigen ist unsere jetzige Polari¬ 
sationsregel mit derjenigen beim normalen Zeeman-Effekt des 
Elektrons (Kap. 5, § 7, S. 394) identiscb. VgL auoh die wellen- 
mecbanische Behandlung des Zeeman-Effekts in § 10. 

Wir kommen zur Auswablregel der m und zeigen, daB 
diese lautet: 

(33) m' = m±:\. 


Dazu miissen wir die GroBen und (| -f- j wirkHch 

ausrechnen. 

Indem wir die Integrate nacb cp durch 2 sr ersetzen, erhalten 
wir nach (20) und (21): 

(33a) Nm '^ ± i(^ H“ 


(33b) 


7t 

J = JcoS'0’P^(cos-0’)P^;(cos^)sinO’d'8’, 

0 

n 

jg" = J sin -9^ P^ (cos d') Pf^r ^ (cos <&) sin d'dd', 
0 


In J und K fiibren wir die Variable x = cos O’ einundbeacbten, 
daB nach (25 a) die P^ gleich sind (1 — multipliziert mit einem 
Polynom (m — Grades von x, das wir ^ nennen woUen^); 

ferner fuhren wir zwei Polynome P und G ein, deren Grad durch 
ihren unteren Index angezeigt wird. Wir setzen namlich: 


(34) 


•Pm (cos S') = (1 — a:S)“/a (»), 

sm6'P^r^(ooS'9') = (1 — (w), 


Dann schreibt sich 


(35) ^ = 

— 1 — 1 
Die etwas kiinstliche Definition von G in (34) hat ihren Grund 
darin, daB wic im Integral X den Faktor 1 — a;® in solcher Potenz 
explizite abspalten muBten, wie sie durch den oberen Index des 
danebenstehenden 5p angegebeui wird. 


Ahnlieh wie E. Heine, Handb. d. Kugelfunktionen, Kap. 4, § 46. 
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Man kann nun genau me unter A bei Gl. (6) schlieBen: Man 
setze F und 0 statt aus den aufeinanderfolgenden Potenzen von x 
aus den Polynomen $ zusammen: 

m' — u + 1 m' — }1 + 1 

(35a) = e = 

0 0 

und nehme an: 

m > 


Einsetzeu von (35 a) in (35) zeigt wegen der Ortbogonalitats-Be- 
dingung (24), dafi J = Jg; = 0 mrd, es sei denn, dafi 


m' = m — 1 

ist. Hiermit ist der eine Teil unserer Auswahlregel (33) bewiesen. 
Gleichzeitig hat man wegen der Normierungs-Bedingung (23) 

J — jra ^ .71/3 

2 m 2 m 


und daher naeli {33 a); 


(36) 


1 - ® 




JhIL. 




(I “f" 7^)771,m — l - ® 


}t±l 


Aus (34) und (35 a) folgt aber, wenn Koeffizienten der 

hoohsten Potenz in ^^bezeichnet, narolich zufolge {25 a), die Zahl 

_ (2 m)! 

2'^m\ (m — ^)\ 


(36a) 


_ Pm ~ li 

Vm, j.1 


m — 

2m— l’ 


— u • 


— Pm — 1, ,u ± 1 
Pm^ii 


(m — — 1) (m — ll) 

2m— 1 ’ 


+ o 


2 m — 1 

Setzt man aus (36 a) und (31) in (36) ein, so berechnet sich: 

P’) I (I + ilk.-i = - » ]/(”„ ^ 1) 

- (o’=- !)• 


5* 
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Bei der umgekehrten Annahme 

m < m' 

findet man als Bedingung des Nicht-Verschwindens von J und K 
dnrch Vertauschung von m und m' als anderen Teil unserer Aus- 
wahlregel (33): 

m' = m + 1. 


Die Ausdriicke (37) andern sich dabei so ab, dafi m, m + 1 
an die Stelle von m — 1, m tritt. 

Um die Bauart der Formeln (37) verstandlich zu macken, wollen 
wir in Analogie zu Kap, 8, S. 680 die fraglicben "Obergtoge in ,,gleich- 
sinnige'", „gegensinmge“ und ,,neutrale“ einteilen. EintJbergangsoli 
gleichsinnig beiBen, wemibeideZablenmund^6sicbimgleichenSinne 
andern, also z. B. m —> m — 1 und /z —— 1; sie soUen gegen- 
s i nnig beiBen, wenn sich beide im entgegengesetzten Sinne andern, z. B. 
m — >■ m — 1 und fi — ^ 1; ein neutraler tJbergang wird 

vorliegen, wenn /a ungetodert bleibt. Die tJbergange m —> w 1 
in (37) sind dann der Beibe nacb: neutral, gegensinnig und gleicb- 
sinnig. Die gleichsinnigen tJbergange sind, ebenso wie in Kap. 8, 
S, 580, ,,stark", die gegensinnigen ,,sobwach "3 dieneutralen „rQittel- 
stark“. In unseren Formeln (37) kommt dies dadurcb zum Aus- 
druck, daB bei dem starken tJbergang (dritte Zeile) + /.t, + /i, 
bei dem scbwachen (zweite Zeile) — bei dem mittel- 

starken (erste Zeile) + — fjb unter der Wurzel stebt. 

Da die einzelnen ^-Komponenten wegen unzulangbober Auf- 
spaltbarkeit (vgl. oben) uns nicht interessieren, werden wir iiber 
alle ijL summieren, von // = — m^) bis ^ = + und zwar die 
Intensitaten, nicbt die AmpHtuden, mit Biicksicbt darauf, 
daB ja die durch fj, unterschiedenen Eigenzustande unter sicb in- 
kobarent gedacht werden mxissen. Wir summieren also das 
Quadrat von g bzw. die Norm von 1+ Nacb der Eormel 

+ m 

(38) = j(m+l)(2m+ L) 

— m 

Die Rechnung mit negativem bedeutet nichts anderes, als daB 
e— ^^*9»gleichberechtigt neben e+ zu beriicksichtigen ist. Auch spater 
wird uns die vereinfachende Aufzahlung mit negativem ^ von Nutzen 
sein. 


§ 6B. Intensitaten in Bandenspektren. 
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erhalten wir aus (37) 

(88a) = 

Tind, libereinstimiriend aus beiden Formelu (37) fiir | i da 
+ m 

offenbar 2 = 0 ist: 


(38b) 


2ii+y^r = 


w?r(w — 1) 


Die Summe^) von (38a, b) liefert: 

(39) V = 


J ist die gesamte Intensitat, die beim Ubergang m—— 1, 
also in einer bestimmten Linie des Spektrums unseres Rotators, 
beobacbtet wird. In gleicher Weise warden wir fiir den tJbergang 
m + 1 —>■ m, der zu einer anderen Linie des Spektrums Anlafi 
gibt, erhalten: 

(39 a) ^ J = TTL 


Die Summe von (39) und (39 a) liefert 2 m + 1. 2 m + 1 ist das 
,,Gewicht“ des Zustandes m (vgl. Kap. 8, S. 651), d. h. die Anzahl 
der verschiedenen Zustande (^ = — 'fn bis /x = + wi), die zum 
gleichen m gehoren; dafiir konnen wir auch sagen; die Anzahl 
der verschiedenen Kugelflachenfunktionen (vgl. § 2, S. 15) vom 
gleichen unteren Index m. Das Auftreten des Gewichtes 2 m + 1 in 
der Intensitats-Summe aUer tJbergange, die zum Zustand m fiihren 
Oder von ihm ausgehen, ist in ■Cbereinstimmung mit den Summen- 
regeln von Burger und Dorgelo (Kap. 8, § 5). Unsere Formeln (39) 
bzw. (39a) sind von Fowler^) fiir den etwas aUgemeiueren Fall 
des Rotations-Schwingungs-Spektrums korrespondenzmafiig ab- 
geleitet und von Honl und London®) auf die Bandenspektren mit 
NuUzweig erweitert worden, wahrend sich unsere Behandlung auf 


1) Dal3 wir dabei {38b) ©infach und nicht doppelt rechnen, wie es 
nach (37) wegen der beiden tJbergangs-Moglichkeiten 

und ^ — 1_ > ft naheliegen konnte, hat seinen Grund darin, daB von 

den beiden zirkularen Schwingungen in der |j7-Eben© jeweils nur die 
halbe Intensitat wahrgenommen wird, wenn z. B. die Visierlinie in der 
|97-Eb©ne liegt. 

2) R.H. Fowler, Phil. Mag. 49, 1272 (1925). 

®) H. Honl und F. London, Zeitschr. f. Phys. 38, 803 (1923). 
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den Fall desreinenEotations-Spektrums (Kap. 9, S. 708) beschrankt. 
Wir bemerken bier abermals, dalB unsere wellenmecbanisclie Behand- 
lung ein korrespondenzmaBiges Zurtickgreifen auf die klassisehe 
Tbeorie aucb bei den Intensitatsfragen iiberflussig macht. 

Hier wiirde siob naturgemafi der osoiUierende Eotator an- 
soblieBen, dessen Eigenwerte w in § 3, D untersuoht haben, und 
dessen Spektrum den Typus der eben genannten Rotations-Sohwin- 
gungs-Spektren bildet. Aber die TJntersuobung seiner Intensitats- 
Verhaltnisse wiirde nur wenig von den Verhaltnissen beim starren 
Oscillator abweichen, so daB wir uns begniigen konnen, auf die 
einsoblagige Darstellung von Fues^) zu verweisen. 


§7. 

Das Kepler-Problem. 

Wir kommen nun zu dem zentralen Problem der Wellen- 
mechanik, dem Problem des Wasserstoff-Atoms. Dieses bildete 
den Priifstein der wellemneohanischen Methode in der ersten Arbeit 
Scbrodingers vom Jahre 1926. Bei ihrem Vergleich mit der 
gieiohzeitigen Behandlung des Wasserstoff-Atoms duroh Pauli^) 
naoh quantenmeobanisober Metbode zeigt siob reobt deutbcb die 
■Oberlegenbeit der Wellenmechanik in Hinsicbt auf matbematiscbe 
Leicbtigkeit und tJbersicbtbcbkeit. Wir boffen, im folgenden diese 
tibersicbtlichkeit noeb etwas steigern zu konnen. 


A. Eigenwerte und Eigenfunktionen, 
diskretes und kontinuierlicbes Spektrum. 


Die potentielle Energie zwiscben einem Elektron und einem 
Z-facb geladenen Kern ist in der libboben Kormierung (F = 0 
fiir r = oo): 



Die Wellengleichung (11) aus § 1 wird also bei entsprecbender 
Normierung von E: 


(1) 


^ip + 



t = 


0 . 


^) E. Fues, Ann. d, Phys. 81, 281 (1926). 

2) W. Pauli jr., Zeitschr. f, Phys. 86, 336 (1926). 
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Wir behandeln sie in den raumlichen Polarkoordinaten r, O’, q) 
und setzen die Losung an in der Form 

(2) tI; = B (cos O) 


B ist eine Funktion von r allein. Als unteren Index der Kugel- 
fnnktion P baben wir aus Griinden der spektroskopisohen Systematik 
I gewahlt (statt % in § 2 und m in § 6). I muB eine ganze Zabl 
^ 0 und m ebenfalls ganzzabUg sein, danait (2) eine Eigenfunktion 
darstellt, vgl. § 2. Benutzen wir die Differentialgleiohung der Kugel- 
funktionen in der Form (lb), §2 mit dem Eigenwert X aus 
Gl. (11), § 2 und entnehmen den Ausdruck von A ^ aus Gl. (1) 
daselbst, so ergibt sich fiir B die Differentialgleiohung 


(3) 


d?R 2 dB 
dr^ ' r dr ' 




B = 0 


mit den Abkurzungen 

(3 a) A — —p— B — —, 0 — — ? (Z -f* 1). 


Wir unterscheiden die beiden Falle 


JSf < 0 und jB > 0. 


a) jE7 < 0, entsprechend den Bllipsen-Bahnen 
der fruheren Theorie. 

Wir setzen, um zugleich dem Vorzeichen und der Dimension 
von A Rechnung zu tragen: 



und bestimmen das asymptotische Verhalten von B, indem wir 
in (3) alle Glieder mit 1/r und l/r^ streichen, Wir erhalten 


d^B ^ B 
dr^ ^ 0 ^’ 


B = 


Von diesen beiden asymptotisohen Losungen konnen wir nur die 
im Unendlichen versohwindende brauchen. Wir fuhren die dimen- 
sionslose GroBe ein 


(4a) Q = 2^=2i-Ar, O^p^oo, 


schreiben also unsere asymptotische Losung 

B = e- 
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Dementsprechend machen wir ailgemein den Ansatz 

( 5 ) R = e-^l^,v. 

61. (3) multiplizieren wir mit ro/4 und schreiben sie in q um (Striche 
bedeuten weiterhin Diiferentiationen nach q): 


( 6 ) 


H" + -R' + 
9 



B 1 
9 


9^ / 


R = 0. 


Aus (5) berechnen wir 

R = e- (v' — ^v), B"= (v'' — | v). 

Einsetzen in (6) liefert die DiKerentialgleichung fiir v: 

Der einzige, im Endlichen gelegene singulare Punkt dieser Gleichung 
ist der Grenzpxinkt p = 0; er ist nach dem Kriterium (5) in § 2 
auBerwesentlich singular. Wir machen daher den Ansatz 

(7a) V = w = ^ 

r=0, 1, 2 . . .■ 

Um den charakteristischen Exponenten y zu finden, setzen wir (7 a) 
in (7) ein und suchen den Faktor von c&o 9^”^ Elr wird 
{7b) y(y-l)+2y-Z(Z+l) = y(y+l)-Z(^+l). 

GleichNullgesetzt, liefert er die beidenWertey = I undy = — Z —1, 
von denen wir aber nur den ersten brauchen konnen, wenn anders 
unsere Losung eine Eigenfunktion des Problems sein soil. Wir 
ersetzen also (7 a) durch 

(7 c) V = Q^W = '2,CivQ'’+ K 

0 , 1 , 2 . . . 

Beim Eintragen in (7) mxissen die Faktoren aller Potenzen von q 
verschwinden. Dies liefert eine Rekursionsformel for die Koeffi- 
zienten und zwar eine zweigliedrige. Wir erhalten namHch 
aus dem Faktor von ^ i: 

n(v + Z -f- 1) (v + 0 4“ 2 (v + Z -|~ 1) — Z (Z +• 1)} + 1 

I =j„ + (+l_^[a,. 

Wir woUen nun erreiohen, daB w ein Polynom wird, daB also die 
Reihe (7 c) abbricht, sagen wir fur 

( 9 ) V = n^y 



§ 7A. Diskretes Spektrum des Wasserstoffs. 
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wobei die Bezeichnung Wr auf ,,radiale Quantenzalil” hinweisen 
moge. Wir erreichen dies, wenn wir in (8) den Faktor von fiir 
V := zu Null machen, indem wir setzen 

JB 

(9a) y—— = 72-;. + + 1 = ^, 


worauf ersichtlicb alle folgenden Koeffizienten fiir v '> ver- 
schwinden. Die Bezeichnung n soli auf ^Hauptquantenzahl^ hin- 
deuten. Aus (9 a) folgt jetzt durch Quadrieren 


A 


= n 


2 


Dies ist aber nach der Bedeutung von A und B in (3a) der Balmer- 
sche Term, einschlieBlich der riohtigen Definition der Rydberg- 
Konstanten 2 e^j’h ?: 


( 10 ) 


E= 


2 7c^me^Z^ 


Somit ist das diskrete Spektrum des Wasserstoff-Eigenwert- 
Problems gefunden. 

Zunachst einige Bemerkungen uber die prinzipieile Bedeutung 
der Definition unserer neuen Quantenzahl 1. 72-, die alte Haupt- 

quantenzahl, setzt sich nach 61. (9 a) aus zwei ganzen positiven 
Zahlen und I zusammen, die beide alle Werte zwischen Null und 
Unendhch durchlaufen konnen; n,. entsprioht, wie sohon erwahnt, 
dem ,,radialen Quantum 'I ist unser jetziges ,,azimutales Quantum", 
so zwar, daB Z + 1 der fruheren Zahl Jc gleich wird. Fiir h liefert die 
Wellenmechanik demnach alle positiven ganzen Zahlen mit Aus- 
schluB der Null. Deuten wir h im Sinne der alten Bahn- 
vorsteUungen, so heiBt dies, daB die ,,Pendelbahnen" h = 0, bei 
denen das Elektron dem Kern behebig nahe kommen wiirde, in 
der neuen Theorie ganz automatischj als nicht mit den ,,Rand- 
bedingungen" vertraghch, ausgeschaltet werden. Fiir die alte 
Quantentheorie war die Begriindung des Verbots k = 0 ein im 
Grunde unlosbares Problem^), denn der AusschluB der Pendelbahnen 
beim relativistischen Kepler-Problem und beim Stark-Effekt fiihrte 
nach dem Adiabatenprinzip (vgl. Kap. 5, S. 405) zu Schwierigkeiten 
beim Zeeman-Effekt, wo die entsprechenden Bahnen konsequenter- 
weise nicht auszuschlieBen sind. Besondere Unstimmigkeiten ergaben 


Man vergleiche hierzu besonders die Ausfuhrungen von W. Pauli 
im Handb. d. Phys. (Geiger-Scheel) 23, vor allem S. 159ff. und 164. 
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sich im Falle der gekreuzten elektrisclieii und magnetischen Felder. 
Die Wellenmeciiamk I5st diese Schwierigkeiten auf die einfachste 
Weise dadnrch, daB sie Zustandej die Pendelbahnen entsprechen 
wiirden, gar nicht liefert, sie treten nicht in den Kreis der Betrachtung, 
konnen also mit dem Adiabatenprinzip auoli nicht koUidieren. 
Bs kann anch daranf verwiesen werden, daB eine saohgemaBe Dar- 
stellnng des beim anomalen Zeeman-Effekt vorliegenden Tat- 
bestandes uns schon in Kap. 8 zu einer MaBnahme zwang, welche 
der dnreh die Wellenmechanik begnindeten Einfiihrung von Z = & — 1 
genau entspricht^). 

Ferner sehen wir, daB das Kepler-Problem im Sinne der De¬ 
finition von S. 21 entartetist; es gehoren namhch zum Eigenwert 
mit der Quantenzahl n alle Eigenfunktionen 

wenn wir fiir den Augenblick den Grad von R duroh den unteren 
Index andeuten. Nun sind die Quantenzahlen n, Z, m durch 
folgende Beziehungen aneinander gebunden: 

^^ ^l^i ^ 

wie aus] der Definition der Pf und aus Gl. (9 a) unmittelbar zu 
sehen ist; wird nach (9 a) durch Z bestimmt, wenn n bekannt ist. 
Wir haben also zu einem und demselben n die Zahl von 

71 — 1 +1 n—1 

(lOa) 2 2 »» = 2 (2 i + 1) = 

?B=o W— — I 7=0 

Eigenfunktionen, d. h. jeder Eigenwert ist (ti^ —l)-fach 
entartet. 

Wir wiinschen die zu den Eigenwerten (10) gehorigen Eigen¬ 
funktionen naher zu studieren. Ihr radialer Bestandteil ist nach 
(6) und (7o) 

R — qK w, e~ 

wo w ein Polynom vom Grade ist. Obwohl dasselbe durch die 
Rekursionsformel (8) voUstandig (bis auf eine multiplikative Kon- 

^) Wir definierten namlich S. 587, Gl, (5): ja = ^ —1> und sahen 
S. 622, Gl. (13), daB die Land^sche g^-Formel, warm anders die Sym- 
metrie ihres Aufbaues nicht zerstort warden soil, die Benutzung dieses 
an Stelle des h erfordert. Naturlich werden wir in Ziikim.ft die wenig 
gliickliche Bezeichnung ja fallen lassen und dafiir I sohreiben. 


§ 7A. Die Eigenfunktionen im Wasserstoff-Spektrum. 


75 


stante) bestimmt ist, woUen wir die Differentialgleichung fiir w 
aufstellen. Wir berechnen zu dem Zwecke aus (7 c) 

v' = Qi {w' + i wj, v" = 9' {w" + ^ + “) 

und erbalten durch Einsetzen in (7) nach einfacben Rjeduktionen 
mit Riioksicbt anf (9 a): 

(11) Qw'" + [2(Z 1) — p] w;' + ^ 

Diese Gleichung ist nns bereits in §3, Gl. (21b) begegnet. 
Wie wir dort nacbrecbneten, entstebt sie durcb wiederbolte Diffe¬ 
rentiation ans der Differentialgleicbung des „fe-ten La guerre scben 
Polynoms^* 

(12) xy"+(l-x)y^+1cy=0, 

Bezeicbnet man narolicb den f-ten Differentialquotienten von y 
mit so gilt: 

(12a) xw” + (i + 1 — a;) w?' + (fc — i) 2/ = 0. 

Der Vergleicb mit (11) zeigt, daB in unserem FaUe 

i 21 I 3 k = n I, X = Q* 

Indem wir wie ubbcb die Laguerrescben Polynome mit L 
bezeicbnen, durcb den unteren Index ibren Grad und durcb den 
oberen Index die Haufigkeit der Differentiation andeuten, scbreiben 
wir 

(IS) » = = 

Nj. bedeutet einen Normierungsfaktor, den wir alsbald bereobnen 
werden. Der Grad von w wird biernacb 

in Dbereinstimmung mit (9) und (9 a). 

Zunacbst woUen wu* eine fiir unsere Zwecke bequeme Dar- 
steUung der Laguerrescben Polynome ableiten. Wir bebaupten, 
wenn 'wir den Grad wieder mit k bezeicbnen. 

(14) ii(*) = *)• 

,Zum Beweise setzen wir 

u = 

Durcb einmabge Differentiation nacb x entstebt 

xu' {k — x) u, 
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und hieraus durch {h-\- l)-inalige Differentiation nnter Anwendun^ 
der Prodnktregel 

(14a) + 2) -f (ifc -j- \) vP^ + « = (jfc — x)u^^ + — (& + 1) 

Setzen wir jetzt Lk^ y und im AnschluB an (14) ^ ye—^ unc 

berechnen 

^(fc + 1) :::::::: + 2) — (^y” — 2 2/' + ^ 

SO entstelit durch Eintragen in (14 a) 

3!(y'' - 2 3 /' + y) + (fc + 1) ( 3 /' -y) = {k- x) {y'-y)-{k+l)y 
und dies iat in der Tat mit (12) identisch. 


Die entsprechende Darstellung fur unser Pol 3 Tiom w lautel 
nach (13) 


(15) 


( 32 Z + 1 / cJn + J \ 


^ 


w 


dg^ 


dg 


Wir schreiben nun die Orthogonalitats-Bedingung fiir irgenc 
zwei Eigenfunktionen ^^^h §6, 61. (15a) an: 

c , , * j ^ f auBer, wenn gleichzeitig n z=: n\ I = V 

\fnl,ntt'l',n'dT = 0\ uid m = m' ist. 


Da diese Eorderung nach dem vorigen § unter B bereits durci 
den <p- und O’-Bestandteil der Tp erfuUt -wird, sofern nicht gleich¬ 
zeitig m= mf und I = V ist, so haben wir, um die hinzukommende 
Bedingung fiir den r-Bestandteil zu finden, m' = m und V — I zv 
setzen. Es ergibt sich {R ist reell definiert) als radiale Ortho¬ 
gonalitats-Bedingung: 

(16) = 0, n'=l=n. 

SchheBHch entsteht fiir n' = n, V z=. I und w! — m aug 
61. (15b) in § 5 eine Normierungs-Bedingung fur die Eunk- 
tionen R, Sie lautet mit Biicksicht auf die vorstehende Dar¬ 
stellung (13) und auf die abgeanderte Bezeichnung der Quanten- 
zahlen: ^ 

( 17 ) {^) J ^ 

(17 a) J = ]? [D«;+ « (p)]*dp. 

0 

(17) bestimmt den Normierungsfaktor ; der Eaktor j 

aus dem Ubergang (4 a) von r zu ^ hervorgeht, riihrt daher, daB 
unsere E’ormierungs-Bedirigung sich auf die Variable r bezieht, 
daB wir aber unser Integral J offenbar in der Variablen g aus- 
zufiihren haben werden. 


§ 7A. Normiening der Eigenfunttionen. 
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Ziir Ausrechmmg von J driicken wir einen der beiden Fak- 
torenials I)ifferentialq[uotientenaus nndfassen den anderen mit 
der Potenz von q zn einer ganzen Punktion G zusammen: 


J = 


j 2 + 1 • ® ? * 
0 




(17b) + ^ + i + + 

Indem wir (2Z4-l)-mal partiell integrieren und wieder nur die 
kochsten Potenzen in q Mnscbreiben, erhalten wir (fiir das Ver- 
schwinden der Glieder ohne Integralzeiohen sorgen die Faktoren 
e— Q nnd 


oo 

J = I + ^ + 1 + 6 — 0,(2 Z + 1) (^ + Z + l)^’^ + ^ + •••} 

0 

also, wenn wir fitr Ln-\-i die Darstellung (14) benutzen: 


oo 

J- = j {ap" + ^ + 1 

+ [6 - a(2 J + l)(r. + ? + 1)] + * + •• •} («.» + 'e-e) d^. 

Indem wir jetzt noch (n + ?)-mal partiell integrieren, entsteht 


(17 c) 


(_ i)» + JJ = a(M + i! + l)!j9” + * + ie-9d9 

0 

oo 

+ {6 —a( 21 + l)(« + i+ !)}(» + 0 !j 9 " + *e-?dp, 

0 


wahrend aUe folgenden Glieder der Entwioklung bei der partiellen 
Integration versohwinden. (17 c) ist gleiohbedeutend mit 


(17d) J — «[(« + i + 1)!]® + {6 — “(2 i + !)(’*' + ^ + 1)}+ OO*' 


Die Werte von a und b sind naob (17 b) und (14) 

a = (-!)» +6 = (_i)»+.i-i(» + ?) 
Setzt man in (17 d) ein, so entsteht 

as) ^ = 


(?^ + 0 i 

(n — l — 2)\‘ 


Hiermit ist auch der Normierungsfaktor 


naob (17) gilt 
(18 a) 


JL — /'l.V 

N? Vj-o/ 2 »[(« + 0 !? 


bestimmt. 


Derm 
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b) £>0, entsprechend den Hyperbelbahnen 
der friiheren Theorie. 


Wir setzen jetzt 

(19) ^ = 

und haben nach (3) asymptotisch 


=0 
+ r! ' 


jR = 


Eine Auswabl zwischen diesen beiden Losungen ist mcht zu 
treffen, da keine von beiden Mr r = oo unendlich wird (sie ver- 
schwinden sogar beide, wie eine genauere Abschatznng lehren wird). 
Hierin zeigt sich bereits die groBere Mannigfaltigkeit der Losungen 
gegenuber dem Falle a), die sich in dem Auftreten eines konti- 
nuierlicken Spektrums auswirkt. Wir setzen nun, analog zu a): 


( 20 ) 


n- 

Q — 2 r/r^ = 2 yAr, R = e 

± a / V 4 ^ 

R' = e ^ v\ R"' — t 2 (i;" i;) 


und finden fiir v die zu (7) analoge Eifferentialgleichung: 

Der Ansatz {7 a) liefert, wie fniber, als einzig moglichen charak- 
teristischen Exponenten im ISTuIlpunkt y = ?. Aber die „Polynom- 
Methode ^ versagt jetzt wegen des imaginaren Koeffizienten in der 
Differentialgleicbung. Sie wiirde aucb nicht zu dem gewiinschten 
Ziele fuhren, da ein Polynom, mit muitipliziert, ftir p = oo 
unen(^cb werden wiirde. In der Tat: Tragen wir in (21) den An¬ 
satz (7 c) ein und machen den Koeffizienten von zu Null, 

so ergibt sicb als Rekursionsformel: 



Women -wir das Abbrechen der Reiben erzwingen, so Triirden 
wir fiir ^einen imaginaren Wert erhalten, was unserer jetzigen 


Ann^me fiber A bzw. E widersprecben wfirde. Infolgedessen 
bleibt A nnd daher aucb E nnbestimmt. Wir haben jetet 



§ '7 a. 


Kontinuierliches Spektrum des Wasserstoffs. 


"Oi’^^iiiuierliches Spektrum von Eigenwerten > 0, 
Grenze jSr = 0 des diskreten Spektrums stetig 

B is-fc ein besonders schoner, vom matkematischen Standpunkt 
herrcLscliender Zug der Schrodingerschen Theorie, dafi sie 
>ntiia:xixierliclie Spektrum duroh einen einheitliclien analytischen 
<3.em Linienspektrum des Wasserstoffs verbindet. Die 
J-J3.oorie (vgl. Kap. 9, §7) bedurfte dazu besonderer, wenn 
plausibler physikalischer Annahmen. 
rci-diaie Bestandteil B der Eigenfunktion wird jetzt nacb (20) 

OO DO 

R z= e^Qf^ 2 (^vQ^ ^ 

0 0 

incl die aus (22) zu berechnen; daB die Koeffizienten in der 
n Sxxxnme zu denen in der eraten konjugiert sind, gebt unmittel- 
iH (SS) hervor, sofern wir Oq in beiden Summen reell und gleich 
IX. I>as Auftreten der unendJichen Summen in (23) macht 
Seli*wierigkeit und kann das geforderte Endlichbleiben der 
[ uiik:-fcion fiir () = oo nicht beeintraohtigen. Derni wir sahen 
(U'bB die beiden asymptotischen Partikular-Losungen von B 
-z OQ endlicb bleiben; aus diesen setzt sich aber die in (23) 
im Nullpunkt endliche Partikular-Losung linear zu- 
Mi, Der Fall Hegt Mer anders wie unter a), wo von den beiden 
►tobisolien Partikular-Losungen die eine unendlich wurde 

H iat leicbt, das asymptotisohe Verbalten von B in zweiter 
ting €tbzuschatzen. Setzt man namlich 

B = 

(dicbnclelt a nach der in §2 bei 61. (13o) gegebenen Methode 
tuigssiiXn veranderliche 6r5Be“, so findet man aus (3) die 
)tot>ische Differentialgleichung 


ViV A.l:>ktirzung 


da ^ 

^ - a = 

dQ Q 


= Br, = ^ 

® iA 


crooliriet daraus durch Integration 

log a == — (1 + i^) log Q + Gonst, 
Const' + .fl, „ 

- e±»/3log9^ 


a =: 
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Man sieht: das Unendliche ist zwar fiir die Eigenfunktion R 
ein wesentlich singularer Punkt; wena man aber langs der 
reellen Achse in diesen Punkt bineinriickt, so wird R sicher rdcht 
unendlich, sondern nahert sick mit abnehmenden Oscillationen dem 
Werte Null, wie sckon oben bemerkt. 

Die beiden in (23 a, b) enthaltenen asymptotischen Losungen 
scbreiben wir, indem vsdr zu der ursprunglichen Variablen r zuriick- 
gehen, in der fiir eine (aus- oder einstrahlende) Kugelwelle iiblichen 
Form 

Q 

(24) R 

Dabei haben wir gesetzt 

(24a) , a = ^ log r. 

^0 

C ist eine komplexe Konstante, a eine langsam veranderlicbe reelle 
Grofie. 

Diese Darstellung werden wir spater bei der Deutung des licht- 
elektrischen Effektes notig haben. 

Wir haben uns hier auf den Nachweis der Existenz des kon- 
tinuierlichen Spektrums und seiner Eigenfunlctionen beschrankt. 
Dieser Nachweis scheint uns trotz seines elementaren Oharakters 
bindend und streng; Die weitergehenden analytischen Hilfsmittel, 
die Schrodinger hier und beim Linienspektrum heranzieht, 
komplexe Integral-Darstellung, Laplacesche Differentialgleichung, 
haben wir nicht gebraucht. 


B. Zwei- und eindimensionales Kepler-Problem. 
Behandeln wir Gl. (1) in ebenenKoordinaten r, g>, setzen also 
'ip I d'^ 1 d^ijj 

so werden wir die Losung anschreiben in der Form 

^ = Re^^^i 

I ist eine ganze Zahl, R eine Funktion von r allein. Als Differential¬ 
gleichung fiir R ergibt sieh 


A und B haben dieselbe Bedeutung wie in (3 a), aber 0 ist gleich 



§ 7B. Zweidimensionales Kepler-Problem. 
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Im Palle E <c, 0 fiiliren "wir die Konstante durch (4) und die 
Variable q durch (4 a) ein. Da das asymptotiscbe Verhalten von (25) 
das gleiche ist wie von (3), so wird auch v duroli die frtlbere Gl. (5) 
definiert; als Differentialgleichung von v erbalten wir dann an Stelle 
von (7) 



Mit dem Ansatz (7 a) findet man als charakteristiscbe Gleichung 
fiir den NuUpunl^t y {y ^ l) + y ^ p ^ q und daraus wieder 
y = + ^* Eeknrsionsformel ergibt sich 

wobei der Faktor von a. ^ i ahnlich. gebaut ist wie in der friiheren 
Rekiirsionsformel (8). Soil die Entwioklung mit dem GUede v = w, 
abbrecben, so bat man jetzt zu setzen 


, . . . . I -|-^ 

und berecbnet daraus 

TO_ 2 

Die Form des BaimerschenTermes einschliefilich der Rydberg- 
Konstanten kommt also anch beim ebenen Kepler-Problem ricbtig 
herans; aber die imNenner stehende Quantenzahl ist halbzablig, 
nicht ganzzaklig; letzteres verlangt die Erfabrung unbedingt. Wir 
scblieBen daraus, wie schon in § 3, C ausgeflihrt wurde: Wabrend 
wir in der alteren Tbeorie (Kap. 2, § 3, § 7 und § 8) beim Kepler- 
Problem nach Bebeben zwei- oder ein- oder dreidimensional recbnen 
koimten, miissen wir weUenmecbaniscb die voile Dimensionszabl 3 
berucksicbtigen. Man bat nicbt, wie es Bobr friiber empfabl, den 
entarteten Problemen aus dem Wege zu geben, sondern muB, in 
der WeUemneobanik und ebenso in der Quantemnecbanik, den 
bocbsten Grad der Entartung, also bier das dreidimensionale 
Problem, aufsucben. 

Es ist interessant, aucb das eindimensionale Kepler-Problem 
weUenmecbaniscb zu betracbten. Darunter versteben wir den 
Ansatz der WeUengleicbung in einer Koordiaate, z. B. in der Winkel- 

Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien. Erg.-Bd. 0 
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Koordinate (p [entspreohend einer Kreisbaiin der alten Theorie^J. 
Gl. (1) mmmt dann die Form an: 


1 e^Z\ 

+ ~ir r + ~) 


t = 0. 


Ihre in tp periodische Losung ist 




sofern wir n ganzzahlig nehmen nnd der Bedingiing nnterwerfen: 


(27) 


STC^m 




Hier stort der zunachst unbestimmte Nenner r. Wir konnen ihn 
eliminieren, wenn wir von der Regel der alteren Qnantentheorie 
Gebraiich machen: Mittelwert der potentiellen Energie gleich dem 
Doppelten der Gesamt-Energie. Was diese Regel wellemnechanisch 
bedeutet und wie sie zu begriinden ist, werden wir in Kap. II, § 9, 
auseinandersetzen. In unserem PaUe, wo r konstant ist, besagt 
sie einfacb: 



r 




Setzt man dies in (27) ein, so erhalt man: 

STt^mE _ 


(28) 


E = 


2 %^me^Z^ 


Dies ist wieder der Balmer-Term, und zwar jetzt mit ganz¬ 
zahlig em n. Wir finden also denselben merkwiirdigen Weohsel 
zwischen ganzen, halben und ganzen Quantenzahlen beim Uber- 
gange von einer zu zwei und drei Dimensionen, den wir schon in 
§ 3, C beim Oscillator und ahnlich beim Rotator festgestellt haben. 


Man kOnnte auch Ellipsen-Koordinaten einfuhren und, als 
Analogon der periodischen Ellipsenbahn, eine Losimg der Wellen- 
gleichung berechnen, die von einer der beiden Ellipsen-Koordinaten 
periodisch abhangt. 



§ 7 C. Graphische Darstellimg der Eigenfunktionen. 
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C. Numerische iind graphische Darstellung der Eigen- 
funktionen. Wellenmechanische Bedeutung der Quanten- 
zahlen. Vergleich mit den friiheren Bahn-Vorstellungen. 
Spharische und axiale Symmetrie der Ladungswolke. 

Wir gehen zunachst eine tabellarisehe Zusammenstellung der 
Eigenfunktionen des Kepler-Problems im Ealle diskreter Zustande, 
Als Vorbereitnng stellen wrr in Fig. 5 die Reihe der Laguerreschen 
Polynome dar; die in der Figur angegebenen Ansdrucke folgen 
nnmittelbar aus (14). Die allgemeine Formel ist 

(29) a;"-^ + a:—=* + ...(- 


Ferner bemerken wir znr Erlauterung der Tabelle 1 von S. 84, daB im 
Ansdrucke der Kugelfunktion Z = 0 auch w = 0 zur Folge 
hatij da steis^) Fig. s. 


\m\ ^ Z, 

und daB aus n = 1 folgt: ^ = 0 
und = 0, da nach (9 a) gilt 

Z + = “W- — 1. 

Sodann berechnen wir die 
durch (4) definierte Lange 
Indemwir (3 a) und (10) beriick- 
sichtigen, erhalten wir 



Die ersten Laguerreschen Polyaome: 


h? 




A® n _ an 

~~ ~z' 


Lq = 1, 

= +1, 
ig —a;2-_4a;-j. 2, 
is = —- jc3 + 9 SB® — 18 iC -{-6. 

In der Pigur Bind L2 tuad I.3 mit den Faktoren 
1/2 nnd - - " 7 = versehen, die so gewahlt Bind, 

6 (1 + Vs) 

dais die Hauptmaxima (— minima) Ton L2 nnd 
jLs gleioh ± 1 werden. 


^*0 4 3i:®me®Z 

Hier ist a der Radius des ersten 
B ohrschenKreises inder alteren 

Theorie des Wasserstoff-Atoms, vgl. Kap. 2, §4, Gl: (7), also ajZ 
der entsprechende Radius fur einen Z-fach geladenen Kern. Wir 
werden also durch unsere funktionentheoretischen Betrachtungen, 
insbesondere durch unsere asymptotische Approximation, die zur 
Definition der GroBe fiihrte, geradezu auf diesen Bahnradiusa 


^) Wegen des eventuellen negativen Vorzeiehens hex m vgl. Aiun. 1, 
S. 68. Weiterhin werden "wir in der Regel so rechnen, daB m alle Werte 
von — I bis + 2 annimmt. 


6* 


V^normiert iF ( ^ und fSb^len 
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hingewiesen. Wenn wir r in Teilen des Kadius Cf/JZ messen, also 
etwa setzen 


(30a) s=zZ—, 

a’ 

lautet nnsere Definition (4a) fiir die Variable Q 


(30b) 


n a 



Wegen der Werte von Pf verweisen wir anf § 2, Hg. 2, wegen 
der Ansdriicke fiir E anf Gl. (13) nnd (18a); z. B. ist fiir = 1 
nnd Z = 0: 




Nr 



Dnrch das doppelte Vor- 
zeichen bei konnen wir 
stets erreichen, dafi z.B. 
fur r = 0 positiv wird. Der 
Wert von rlj in der vor- 
letzten Spalte der Tabelle 
folgt dann aus GL (2). Die 
letzte Spalte enthalt die 
iibliche spektroskopische 
Term-Bezeichnung und die 
Znordnung zu den Sohalen 
des voEbesetzten Atoms, 
die wir bier in Bobr sober 
Weise (vgl. Kap. 4, S. 280, 
Tabelle 18) bezeicbnen. DaB 
nacb dieser letzten Spalte 
e i n e m Wasserstoff - Zu- 
stand vielfacb zwei ver- 
scbiedene Scbalen ent- 
sprecben, bat seinen Grund 
darin, daB wir die dnrch 
das ,,Kjceisel-Elektron‘‘ be- 
wirkte Differenziemng bis- 
ber niobt beriicksicbtigt 
baben. 

In denPign. 6 steUen wir 
den radialen Teil der Eigen- 



Die Piguren Btellen den noirxnierten radialen Anteil 
von Ip dart 2 » mnltipUzierfc mit dem 

Paktor — ^ Paktor n 'bewijrkt, dai3 die 

Kurven X doppelt so groiSe Oidinaten erbalten, alB 
ihnen dei Normietnng nacli zuk&me, und daiS die 
EurveniT entspreohend dxeifacli ersoheinen, 
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funktion graphisch dar. Dabei zeigt sicb die folgende Beziehung von 
groBer AJlgemeinbeit: Die Anzahl der Nullstellen zwischen 
den Grenzpunkten s — 0 und 5 = cxd ist genau gleich der 
radialen Qnantenzahl Die Kurven K, 

in Fig. 6 haben keine NuUstelle; sie entsprechen nach 
unserer Tabelle dem Falle = 0. Bei und gibt es 

je eine NuUstelle; bier ist nacb unserer Tabelle = 1, die be- 
treffenden NuUsteUen liegen bei 5=2 bzw. 5=6. Bei treten 
zwei Nullstellen auf, entsprecbend ^^ = 2; sie sind nach unserer 
TabeUe gegeben durch. 2 — 18 5 + 27 = 0, liegen also bei 

s = I (3 ± v^. 

Daraus ergibt sich eine einfache weUenmechaniscbe Deutung 
der Quantenzahlen, und zwar niobt nur bei der radialen Koordinate 
und beim K.epler-Problem, sondern in alien Fallen, wo wir nach 
unserer Polynom-Methode die betreffende Quantenzahl durch das 
erzwungene Abbrechen einer Reihenentwicklung, also durch den Grad 
des so entstehendenPolynoms definieren konnen: Quantenzahlen 
bedeuten die Zahlen der Knotenpunkte in der Eigen- 
funktion, die zwischen den Grenzpunkten fiir die be¬ 
treffende Koordinate liegen. Man denke an das Analogon 
der schwingenden Saite, wo die Ordnungszahl einer Oberschwingung 
ebenfalls gemessen wird durch die Anzahl der Knotenpunkte, die 
zwischen den festgehaltenen Enden der Saite liegen. 

Der Beweis laBt sich nach 0. Perron aUgemein so fuhren; 
Es sei Pq, Pi, •. • P« ein System zueinander orthogonaler, zum 
IntervaU [a, b) gehbrender Polynome vom Grade 0, 1, . . . ri, derart, 
daB fur jedes m < % gilt: 

h 

(31) J P^(x)Pn(x)p(x)dx = 0. 

a 

Dabei bedeutet p eine beliebige, fur ac x <b nicht versohwindende, 
also etwapositive „ Gewichtsfunktion'*; die Pkonnengeradezu als durch 
(31) definiert angesehen werden, wobei der numerische Faktor 
durch Hinzunahme einer entsprechenden Normierungs-Bedingung 
featzulegen ware. Man nehme nun an, daB Pn nur v <zn Wurzeln 
zwischen a und b besitze, und bilde 

gv (x) == {X— Xj) (x — x^) ... (a; — Xv), 

Dann ist gv{x) Pn(®) eine Funktion von einheitlichem Vorzeichen 
im IntervaU a bis b, und es gilt sicher: 

b 

J ffi-C®) Pn (*) p(x)dx 0. 


(31a) 
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Andererseits lafit sich gv aus den Polynomen Pg, P^ .. . Pv linear 
zusammensetzen: 

r 

9v (i*') ^El Pft • 

0 

Also muBte das Integral in {31a) naoh (31) gleich Null werden. 
Infolgedessen ist unmoglich. 

V = n gibt keinen Widerspruch, wed dann in einem GHed der 
Summe die Normierungs-Bedingung an die Stelle der Ortkogonalitats- 
Bedingung tritt. Db> v '>n nach dem Fundamentalsatz der Algebra 
ausgeschlossen ist, so fol^ mit Notwendigkeit: Jedes Polynom Pn 
eines orthogonalen Systems hat genau n Nullstellen 
z wise hen a und b, Identifizieren wir nach obigem den Grad n 
des Polynoms mit der Quantenzahl, so wird diese gleich der Anzahl 
der Nullstellen des Polynoms oder, wie wir sagten, gleich der Anzahl 
der „Knotenpunkte‘‘. 


Zum Kepler-Problem zuriickkehrend, bemerken wir noch, daB 
die soeben benutzte Gewichtsfunktion p im Palle unserer ab- 
geleiteten Laguerreschen Polynome, Gl. (13), die Bedeutung hat; 

PiQ) — + 


wie man aus ihrer Differentialgleichung (11) ersehenkann. Unser Satz 
bewahrt sich naturheh auch bei der azimutalen Quantenzahl Z, die im 
Falle m = 0 den Grad des Legendreschen Polynoms Pi angibt. 
DaB dieses zwischen cos ^ — 1 und + 1 gerade Z Nullstellen 

besitzt, ist seit alters her bekannt und zeigt sich in Pig. 1 von S. 15; 
Pi=cos'B' verschwindet einmal, P 2 =|cos^^ —| zweimal. 
Im Falle m 0 wird der Grad des zu Pf gehorenden Polynoms (wir 
nannten es in § 6 gleich Z — m; die in unserer TabeUe vor- 

kommende Funktion P^ = sin •B’ hat daher innerhalb des fraglichen 
IntervaUs keine NuUstelle. 

Von den Eigenfunktionen gehen wir iiber zu den zugehorigen 
Ladungsdichten e ^ die wir ursprunghch in § 5 bei GL (16) 
definiert haben. Wir beschaftigen uns zunachst mit der aUgemeinen 
Symmetrie dieser Ladungsverteilung. Da sehen wir: Bei den 
iS-Termen, d. h. fur Z = 0 , ist die Verteilung kugelsymmetrisch, 
also unabhangig von O' und q ); bei den P-, D-. . . Termen, d. h. fiir 
Z > 0, gleichviel, ob m = 0 oder > 0 ist, wird sie axialsymme- 
trisch um die (aUerdings nur rechnerisch ausgezeichnete) Polar- 
achse 0=0, Zu letzterer Aussage ist zu bemerken, daB sie sich 
auf die besondere Form der Abhangigkeit von 9 stutzt. 
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bei welcber* ^ von g) unabhangig wird; bei dem allgemeineren 
(je+ + be- ‘“V 

tritt an die Stelle der axialen Symmetrie offenbareine axiale 
Periodizitat. Perner ist die physikaliscb unbestimmte Lage der 
Polaracbse (bei fehlendem Magnetfeld) zu beacbten, so dafi die 


Pig. 7. 



fragliche Symmetrie oder Periodizitat um jede Achse im Eaume 
statthaben kann. Dies eritspricbt offenbar der raumlicb unbestimmten 
Orientierung der Babnebenen in der friiheren Theorie. 

In der folgenden Fig. 7®) woUen wir indessen nicbt die Ladnngs- 
diobte selbst airftragen, sondern die jeweils fiber die Kugelflache 
vom Eadius s [GL (30 a)] integrierte Ladung: 

(32) P = 

1) Wegen der Normierung sind die hier eingefiilirten Konstanten 
a imd 6 an die Bedingung gebimden: 

+ 1 . 

Diese Figuren, ebenso wie die Fig. 6, sind im wesentlichen einer 
Arbeit von L, Pauling, Proc. Roy. Soc. 114, 181 (1927), entnommen. 
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Die entstehenden Piguren sind in mehrfacher Hinsicht lehrreicli: 

Zunachst veranschaulichen sie, wie weit sich die ,,Ladungs- 
wolke“ ausdehnt, in die sich die Elektronenladung e nach Schrd- 
dinger aiiflost (vgl. auch §8). DaB q fiir 5=0 verschwindet, 
wahrend dort ^ selbst in mehreren der Fign. 6 ein Maximum hatte, 
riihrt natiirlich von dem Paktor in (32) her. Von s = 0 aus steigt 
Q entweder direkt oder nach tJberschreitung kleinerer Maxima zu 
einem Hauptmaximum an, um von da aus exponentiell ins Un- 
endliche abzufallen. 

Wir vergleichen diese Ladungsverteilung mit den Schalen der 
zugehdrigen %-Bahnen in der alteren Theorie. Nach der neuen 
Auffassung handelt es sich dabei keineswegs um diinne, scharf 
definierte Schalen, sondern um stark verbreiterte, gegebenen- 
falls sogar mehrfach unterteilte Gebiete kontinuierlicher Bianm- 
ladung. Wir konnen aber fiir jede dieser Verteilungen eine 
Kugel von einem mittleren Kadius 5 ^ so definieren, daB 
sie die Gesamtladung in zwei gleiche Teile teilt. Die zugehorige 
Ordinate der Ladungsverteilung ist in die Pigur eingetragen, sie 
liegt jeweils in der Nahe des Haupt-Maximums. Wenn wir 
dieses 5^ kurzweg als Schalenradius ansprechen, so sehen wir, daB 
der Radius der Jl-Schale am kleinsten, die beiden Radien der 
L-Schale groBer und diejenigen der Jf-Schale am groBten sind, ganz 
wie es den fruheren Vorstellungen entspricht. 

Darizber hinaus besteht eine weitere Zuordnung zwischen jenen 
fruheren Vorstellungen und unserem jetzigen Bilde. Zur Ver- 
anschaulichung dessen sind in der Pigur die Ausdehnungen der 
Wasserstoff-Bahnen nach der alteren Theorie eingetragen, und zwar 
fiir die K- und Lj-SchaJe (Kreisbahnen) als Strecken auf der 
Abszissenaohse, die durch Verstarkung derselben markiert sind und 
die von 5 = 0 bis zu dem dem betreffenden Kreisradius ent- 
sprechenden 5-Werte reichen. Wie wir sehen, fallt die Aus- 
dehnung der fruherenBahnen mit derjenigen der jetzigen 
Ladungsverteilung im wesentlichen zusammen. 

D. Mitbewegung des Kerns. 

Wir haben bisher das Kepler-Problem als Einkorper-Problem 
behandelt und gehen nun zu dem entsprechenden Zweikorper- 
Problem Tiber. Wir konnen uns dabei sehr kurz fassen, indem wir 
auf § 3, E verweisen. Wii* gehen wie dort von der partiellen Diffe- 
rentialgleiohung (23) im Phasenraum von sechs Dimensionen aus, 
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namlich im Raume der Koordinaten i/i Elektrons und 

X 2 2/2 ^2 desKerns, und setzen aus ihnen die Schwerpunkts-Koordinaten 
112 S Relativ-Koordinaten x yz zusammen. Die Wellen- 

funktion W des Gesamtproblems zerlegt sich. in dieWellenfunktion i\) 
der „Rela-tivbewegung‘‘ und der „Schwerpunktsbewegung‘‘: 

rss) ^ ^^ 

^ I a: = — a;g,-*.(m+ if)| = mx^ +■ 


wobei wir wie iiblicb Blektronen- und Kermnasse mit m und M 
bezeicbnet baben. Fiir iIj und % gelten die Differentialgleichungen (27) 
und (26) in § 3 bei entsprechend geanderter Bedeutung der potentiellen 
Energie V. Die dortige Definitionsgleicbung (24) der ,,resultierenden 
Masse"" // schreiben wir in unseren jetzigen Bezeichnungen: 


JL — 1 4- I — 

^ ^ M -j'm 


m 

1 ^mlM' 


Gl. (26) in § 3 besitzt aucb jetzt das dort bescbriebene konti- 
nuierlicbe Spektrum (vgl. aucb den ScbluB von § 1), entsprecbend 
der Undefiniertheit der Schwerpunktsbewegung bzw. der WiUkur 
in der Wabl des Bezugs-Systems. 61. (27) in § 3 andererseits ist mit 
unserer 61. (1) in diesem § identiscb, bis auf die Ersetzung von m 
durcb /Li und von E durcb E — E^ (Ef^ = Energie der Translations- 
Bewegung). Infolgedessen libertragt sicb aHes von dem Ein- auf 
das Zweikorper-Problem, was wir Tiber Eigenwerte und Eigen- 
funktionen abgeleitet baben; insbesondere bleibt die Spektral- 
Gleicbung (10) erbalten, bis auf den Ersatz von m durcb 11 . 
Die Rydberg-Konstante R bat daber jetzt den Wert: 

P_ 2 ^ 6^_ 2 

^ ~ ¥ij:+ 

Auf die scbdne spektroskopiscbe Bestatigung dieser Formel 
(durcb die kleinen Abstande der Babner- und Pickering-Linien, 
Kap. 2, S. 118) braucben wir bier nur binzuweisen. Die neue Tbeorie 
gibt da von ebensogut und mittels derselben Eormeln Recbenscbaft 
wie die alte Tbeorie. Wie aber stebt es mit der Eeststellung von 
S. 119: ,,Die Linienabstande (nambcb der Babner- und Pickering- 
Serie) geben uns sicbere Kunde davon, daB in unserem atomaren 
Planetensystem der Scbwerpunktssatz der gewobnlichen Mecbanik 
in Kraft bleibt"" ? Konnen wir diese Aussage nocb airfrecbtbalten ? 
Wir baben ja kein Planetensystem, keine konzentrierten Massen 
und Ladungen mebr, beim Kern nocb weniger als beim Elektron 
(vgl. unten). Und docb kann kein Zweifel sein, daB unser Resultat 
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auf dem Schwerpunktssatz der Mechanik berubt. Es behMt seinen 
Platz auch in der Mikromecbanik, wenn er sioh hier aucb nicht anf 
Massenpimkte, sondern auf JVIittelwerte bezieht (vgl. Kap. II, § 9). 
Nicht die Sicherheit der mathematischen Aussage, sondern nur die 
Anschauhchkeit der Vorstellung wird in der Mikromechanik gegen- 
iiber der Makromechanik abgeschwacht. 


Wir woUen noch die Frage beantworten, welche ,,Ladungs- 
wolke“ dem Kem im Zweikorper-Problem zuzuschreiben ist; die 
Ladimgswolke des Elektrons relativ zum Kern wird wesenthch 
dieselbe bleiben wie im Einkorper-Problem. Bei dieser Gelegenheit 
werden wir die von Schrodinger gegebene Vorschrift^) erlautern, 
welche bei mehreren Ladungspunkten die jedem einzelnen zuzu- 
schreibende Ladungsverteilung definiert. Sie lautet, sogleich auf 
den FaU unseres Zweikorper-Problems spezialisiert: Man halte 
die Koordinaten des Kerns fest und integriere die Norm der 

Eigenfunktion ^ iiber aUe mbghchen Koordmaten des 

Elektrons. Mit e multiphziert, erhalt man so die Dichte Q 2 der 
Ladungswolke des Kerns im Punkte 22 * liefert in unserem 
FaUe nach Gl. (33) 


(■35) [«*!' = ® JfJ 

Wir konnen nun statt .. als Integrationsvariable x — x-^-\- 
einfiihren, wobei nach (33) wird 


Vernachlassigen wir also das Verhaltnis mjM, so wird |.. . und daher 
auch % von den Integrations-Variablen xyz unabhangig. Wir konnen 
also statt (36) schreiben: 

92 = «IX (I) or \\\dxdydz\-$\\ 

Das hier verbleibende Integral ist aber nach der Normierungs- 
Bedingung gleich 1. Somit ergibt sich 

92= ckCl.’yiOP- 

Nun war (vgl. § 3, E) bis auf eine Konstante %= also 

I % 1 = Const. Somit wird auch 

^>2 = Const: 

Die Ladungswolke des Kerns ist gleichmaBig iiber den 
ganzen unendlichen Baum verteilt, und zwar natiirlich mit 
der Dichte Null, da ja zu fordern ist 

= e. 



^) „Vierte Mitteilung*', § 2 imd § 7. 
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Im Grunde besagt dies natiirlicli nioiits anderes, als daB beim 
Febien auBerer Felder jeder Punkt des Raumes fiir den Sohwerpunkt 
unseres Atoms gleich wahrscbeinlich ist. 1st das Atom in einen 
Hoblraum eingeschlossen, so sind die Bemerkungen vom SchluB 
des §3, E zu beaohten: die Dichte der Ladungswolke des Kerns 
wird zwar endlicb, aber immer nock merkliob konstant im ganzen 
Hoblraum. 


E. Die Auswahlregeln beim Kepler-Problem. 


Die GroBen q^m. [„Matrix-Elemente'S § 6, Gl. (21)], welche 
zu den Auswahlregeln fiibren, baben wir jetzt zunacbst mit seeks 
Indizes zu sekreiben. Indem wir die Koordinaten wie in § 6 komplex 
zusammenfassen und mit | J bezeicknen, erhalten wir 


(36) 


|(l + h) 


= Jr sin 


Die [•9’, 9 ]-Bestandteile dieser GroBen stimmen mit den ent- 
spreckenden GroBen beim Rotator in § 6, B genau uberein, abgeseken 
von den Bezeicknungen der Quantenzaklen (wir sekreiben jetzt 
notgedrungen ?, m statt der frukeren m, indem wir unsere 
jetzigen Bezeichnungen den Erfordernissen der Serienspektren 
anpassen mtissen, wahrend die friiberen sick nach den Erfordernissen 
der Bandenspektren rickteten). Infolgedessenkonnenwirdie Auswakl- 
regeln fiir unsere jetzigen Quantenzaklen I, m direkt aus dem 
vorigen §, Gl. (33) und (32), ubernekmen. Es sind nur folgende 
tibergange erlaubt: 

(37) (37a) ^^Z±l- 


(37) ist die Auswablregel fiir die azimutale Quantenzakl, 
welcke die ganze Tbeorie der Serienspektren bekerrsekt, (37 a) 
die Auswablregel der aquatorialen oder magnetiseken 
Quantenzakl, welcke bei magnetiseker Aufspaltung der Linien 
wirksam wird. 

Was sodann den radialen Bestandteil [r] betrifft, so ist dieser 
in beiden Gin. (36) der gleioke, namlick: 

oo 

(SS) w = 

0 


wobei fiir V nack (37) aHein die beiden Werte.r = Z ± 1 in Betrackt 
kommen, und wobei wir den frukeren Normierungsfaktor jetzt 
mit N^i bzw. bezeicknen muBten. Es fragt sick, ob auck fiir 
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diesen radialen Bestandteil eine Auswahlregel gilt, welch© die tTber- 
gange der radialen Quantenzahl n,. oder, was dasselbe ist, der 
,,Hauptquantenzahr‘ n beschrankt. Wir wissen, daB dies nicht der 
Pall ist; denn sonst gabe es keine Serienspektren. Aber wir miissen 
es aus der Form des Ausdruokes (38) zu verstehen suchen. 

Nach (30 b) hangen die Argnmente von nnd i? selbst noch 

von n bzw. n' ab; sie sind naralich 

2 ^ 2 ^ r 

— s bzw. —r s, s = Z — 
n n a 

Ausfiihrlich geschrieben lautet (38) daher, mit K/iioksicht auf die 
DarsteUung (13): 


(38 a) 


M = o.s, = 

OO 

S = J s' + *' + 3 0 s) ‘/i s) e” ^ 
0 


Wir werden nun versuchen, die einfache Sohlufiweise aus § 6, A 
anzuwenden, indem wir das Integral B vergleichen mit der Ortho- 
gonalitats-Bedingung der radialen Eigenfunktionen. Dies© Be- 
dingung heiBt nach (16) bei Benutzung der gleiohen Integrations- 
variabeln s i 

oo 

(38b) I '(I = 0, 

0 

WO die ,,6ewiohtafunktion“ p (s) die Bedeutung hat: 

(38c) p(s) = s 2 Z + 2 g 

Wir fassen zu dem Ende die beiden ersten Faktoren unter dem 
Integralzeichen in 8 nach Abspaltung von ^ ^ zu einem Polynom G 

(vom Grade n* — 1) zusammen und schreiben S folgendermaBen: 


(38d) S = j 0{s)LV^i^ (i s) p(s)ds. 

0 

Naturlich konnen wir auch jetzt Q nach den Polynomen L entwickeln: 


(39) Q= '^y)CvLl + 

0 
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Aber die Orthogonalitats-Bedingung laBt uns im Stieh und fiihrt 
nicbt melir zur Aiisfuhrung des Integrals (38 d). 

Macben wir namlich bier wegen desVergleicbs mit (38 b) + 2 ^+1 
= ?^' + Z, also n* = V — I 1, so wird p von v abbangig, 
wabrend in (38d) p fur alie Gbeder der Summe (39) den gleicben 
Wert (38 c) baben soli. Infolgedessen fiihrt bier die Ortbo- 
gonalitat nicbt zur Ausrecbnung von [r] und hat im besonderen 
keine radiale Auswahlregel im Gefolge. 

F. Intensitats-Fragen, Lyman- und Balmer-Serie. 

Die eben geschilderten XJmstande erscbweren aucb eine all- 
gemeine Berecbnung der Intensitaten. Wir beschranken uns daber 
auf die einfacbsten Falle. 

a) Bei der Lyman-Serie ist im Endzustande = 1, also 
sicber Z = 0. Im Anfangs-Zustande ist W beliebig, aber nach (37) 
sicber Z' = 1. Also baben wir 

s) = LI{2 s) = -1 [Gl. (29)], 

/2 N /2 V 

|l®/+V s) = + 1 s)- 

Aus (38 a) ergibt siob daraufbin, wenn wir 2 sjn'^ x als neue 
Integrationsvariable wablen und weiterbin den Strich bei fort- 
lassen: ^ 

(40a) 8 = -(jj J + 

0 

Zur Ausfiibrung dieses Integrals bedienen wir uns eines Kunstgriffes. 
Wir ersetzen in der Exponentialfunktion voriibergebend ^ (?t + 1) 
durcb eine bebebige Zabl a und scbreiben 

oo 

(40b) S = 

0 

Dreimabge partielle Integration, bei der w die vom Integral- 
zeichen freien Gbeder fortlassen konnen, da sie bei den folgenden 
Drfferentiationen nach a obnehin fortfallen wiirden, verwandelt 
dies in 

oo oo 

0 0 
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mit Riiicksiclit auf die Darstellung (14). Weitere partielle Inte- 
grationen liefern ^ 

= «®(ci— j x'^ + ^dx. 

0 

Fiihrt man y =:= a x ails neue Integrations-Variable ein, so entsteht 


jVvy.(. +1)1, 

0 

also nacb (40 b) 

«=-©■(• 

Wir fiihren die Differentiation von A nach a sukzessive aus. Nach 
dreimaliger Differentiation laBt sich der Faktor 

herausziehen. Dnrch Tiermalige Differentiation erhalt man 


= 


(l-' 

\ a, 


+ l)i _ 

(n — 2)1 k“ 


ly-8 


(w + 2 —4a); 


setzt man Mer a = -j (to + 1) ein, so wird 

(to + 1)1 (to — l)n-8 


_ 

also nach (40 c) 


.2“to 


(TO —2)1 (to + l)»+s’ 


8 = + 2to'>! 


[(to + 1)!P (to — l)»-3 
(TO —2)1 (to + 1)”+*' 

Die GroBe O in (38 a) wird in unserem Falle (to = 1, 3=0 und 
ji' = TO, Z' = 1 gesetzt): 

Also ist nach (38 a): 

11 „/a\*[(TO +1)1P(TO —l)»-s 

(41) W — 4 « ( 2 ) _ 2)1 (n + !)«+*■ 

Um die N zu berechnen, haben wir Gl. (18 a) zu benutzen. 
Fiir = 1, 2^ = 0 ist aucb w = 0 und nach (30) gleich ajZ, 
Also wird fiir den Endterm 

Ni. u; 







96 


Kap. I. Einfiihrung in die Welleninechanik. 


Beschranken wir uns auf die f-Komponente der Aiisstrahli i 
(die und i^-Komponenten mussen das gleicke Endresultat lieferJ^' * 
so ist wegen der AuswaUregel (37 a) ancli fiir den Anfangstex*^^ 
m = 0 zu setzen. 61. (18 a) liefert dann 

1 («- 2 )! 


Mithin wird 


\an) 

(41) ergibt 


w[(%+l)ip 

/ {n — 2)1 1 

{n + 1)1 «,*(« -j- 1)1' 


Einsetzen in (41) ergibt 

(«a) „ = 

Dieser Ausdruck ist noch nach der zweiten GL (36) mit dem Fakto** 
[O’ g3]2 zu multiplizieren, der siob nach § 6 zu -t= berechnet. 


Um nun ein MaB fiir die Intensitat der Ausstrahlung zu erhaltcH ^ 
miissen wir uns erinnern, daB unsere Matrizenelemente g, ^ 
elektrische Momente Mg, My mit ,dem Zeitfaktor b4»‘“ 
deuten, wo co die Frequenz der zugehdrigen Spektrallinie ist. An*-* 
dem Gesamtmoment M berechnet sich die Intensitat, die in irgeiK i 
einer Richtung, z. B. der Richtung positiver z, beobachtet wix^< 1 
durch zweimalige Differentiation nach t (vgl. z, B. Kap. 1, § 

Gl. 2) gemaB der Formel: 

_ jj^sin^O’ _ Ml + M^ _ 2M! _ co^MI 
4:7cc^ isrc® 4:7tc^ 2n;c* 

0* bedeutet den Wihkel zwischen dem Vektor M und der BeobachtungH * 
richtung z. 

Nun ist fiir die w-te Linie der Lyman-Serie 

CO _ pA 1\ , co^ _(tj — + 1)* 

2 3tc~^V nV' TO® 

Man erhalt daher fiir die Intensitat^): 

j {n + 1)! — 

(n — 2)1 (n + 1)271 + 2 


Dabei ist der imiverseUe Faktor gestrichen wordori, 

um in tJberemstimmung mit Paulis Angabe (vgl. Anm. 1 auf dor 
folgenden Seite) zu kommen. 
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Oder schlieBlich, einfacher geschrieben: 

(Ae^\ j _ 1 )^ 

^ ~ n(n+iy 
Asymptotisch fiir co ergibt dies 


j 1 


wie man bereits aus dem Korrespondenz-Prinzip fiir beliebige Serien 
folgern kann. 


b) Bei der Balmer-Serie ist im Endzustande n = 2 und 
^ = 0 Oder 1. Im ersten FaUe gilt nach den Auswahlregeln (37) 
fiir den Anfangszustand Z'=l, im letzteren Palle kann Z'= 2 
Oder Z' = 0 sein. Wir haben also drei Mbglichkeiten, welche bereits in 
Kap. 7, S. 508 anseinandergebalten und durch die betreffenden 
Serien-Bezeicbnungen als H. S., I. N. S. und II. N. S. charak- 
terisiert wurden: 


n == 2, Z = 0 
> 2, Z' = 1 
n' 'p 2 s 

H. S. 


n = 2^ I = 1 
> 2, Z' = 2 
n'd 2p 

L N.S. 


n — 2^ I = 1 
n' > 2, Z' = 0 
n's 2p 
IL N.S. 


Die Intensitats-Recbnungen lassen sich auch bier nach dem 
bei der Lyman-Serie benutzten Verfahren durchfiihren, werden 
aber etwas umstandlicher. Wir geben nur die Resultate an: 


1 . H.S. 

2. LN.S. 

3. II. N.S. 


n{n ’ 

J _ 2^^n(n^ — l)(n—2)2’^“^ 

~ S(n+-~2y^ + ^ 

J _ 2^?^(9^— 2)2"~2 

~ 3 (?^+ 2 ) 2 ’^ + ^' 


Als Summe aller drei Teilserien, die beim Wasserstoff allein beob 
achtet wird, erbalt man 


1. + 2. + 3. 



2’^(n — 2f^-^ 
n(n 2 )®^ + 3 


(15n^—+ 16). 


Die Pormeln fiir die Lyman- und die summierte Balmer-Serie 
sind zuerst von W. Pauli berechnet und von Schrodinger^) 
mitgeteilt, zugleioh mit einem allgemeinen Verfahren zur Reihen- 


1) Am Ende der III. Mitteilung, Ann. d. Phys. 80, 437 (1926), 

Sommerield, Atombau -and Spektrallinien. Brg.-Bd. y 
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darstellung der betreffenden Matrix-Elemente. Sugiura^) hat die 
Reehming auf die Paschen-Serie erweitert. Die Teil- 


serien der Balmerlinien nnd einer gTofien Zahl hoherer Serien hat 
A. K upper 2 ) berechnet. Die Kenntnis der Teilserien ist er- 
forderlich, um denVergleich mit den beobachteten Alkali-Serien 
durohfiihren zu konnen. Dieser Vergleich fallt sehr befriedigend 
aus bei den Absorptions-Messungen der Haupt-Serie von 
Trumpy^), sofern man die verschiedenen Alkalien den ver- 
schiedenen Wasserstoff-Serien rationell zuordnet (Li der Balmer- 
Serie, Na der Paschen-Serie, K der Brackett-Serie usw.). Dagegen 
stimmen die von Prl. Bleeker^) in Emission gemessenen Elammen- 
spektren gar nicht mit der Theorie; ebensowenig die Wasserstoff- 
Serien selbst, die offenbar gegen eine Anderung der Anregungs- 
Bedingungen besonders empfindlich sind®). 


§ 8 . 

Statistisclie Auffassung der kontinuierlichen Ladungswolke. Ab- 
gesehlossene und nichtabgesehlossene Schalen, Magnetische Momente. 
Eaumliche Quantelimg. Physikalische Anwendungen (Wirkungs- 
sphare bei ZusainmenstbBen, vermeintliche Doppelbreclmng.- im 
Magnetfelde, Gitterkriifte). 

A. Statistische Auffassung der kontinuierlichen 
Ladungsverteilung. 

Wir lehneii es von vornherein ab, die Ladungswolke, zu der 
die Sohrodingersohe Theorie fuhrt, wortlich zu nehmen. Viel- 
mehr halten wir an der wohlbegrundeten Auffassung fest, daB das 
Elektron ein punktformiges Gebilde oder jedenfalls ein Gebilde 
von subatomarer Ausdehnung sei. Dazu veranlassen uns alle Er- 
fahrungen iiber Kathodenstrahlen, deren Durchgang durch Metall- 
fohen und iiber die Unteilbarkeit der Elektronenladung. Es konamt 
ein theoretischer Gesichtspunkt hinzu, den die Schrddingersche 
Theorie selbst hefert: Im Ansatz der WeUengleichung wird jedes 
Elektron als Punkt im Phasenraum behandelt und mit bestimmten 


Joum. deph37s. s6rie 6, 8, 113 (1927); ZS. f. Phys. 44,190(1927). 
®) Diss. Miinehen, Ann. d. Phys. 86, 611 (1928). 

») ZS. f.Phys. 42, 327 (1927); 44, 575 (1927). 

^) itTach freundlicher brieflicher Mitteilung der Eesultate. 

®) Herzberg, Ann. d. Phys. 85, 566 (1927); vgl. auch L. Ornstein, 
Physikal. Zeitschr. 28, 688 (1927). 
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Koordinaten z{ gerechnet, also nicht als ko:^miiieiJiches Gebiet. 

Z. B. setzen wir beim Kepler-Problem die in _ 

vorkommende potentielle Energie zwischen Kern 
proportional zu y’^ wobei wir also sowofl^^m 

Kern die bestimmten Koordinaten 0, 0, 0 wie dem Elektron die 
ebenfalls disk r eten Koordinaten y, z beilegen. Wenn Folgerungen 
aus der Wellengleichung zu einem scheinbar gegensatzlichen Resultat 
fiihren, so kann diesem keine wortliche Bedeutung zukommen. 

Infolgedessen kann die Ladungswolke nur eine statistische 
Bedeutung haben: Unter Verzicbt auf die Vorstellung individueller 
Bahnen fassen wir die Ladungswolke auf als Gesamtheit der mog- 
Hchen Lagen des Elektrons und denken uns den durchschnittlichen 
Aufenthalt des Elektrons in jeder Einzellage bestimmt durcb die 
an dieser Stelle herrschende Ladungs-Dichte. Zuerst in Arbeiten 
von Born^) begriindet, wurde dies© statistische Auffassung in 
einen groBeren Eahmen gestellt durch allgemeine tJberlegungen 
von Pauli^), Jordan®), Heisenberg^), Dirac®), London®) u. a.*^). 

Nach ihnen wurzelt die Quantentheorie gerade darin, daB die 
Messung der physikalischen GroBen mit einer prmzipiellen Un- 
scharfe behaftet sei, derart, daB bei zwei kanonisch kon- 
jugierten GroBen die MeBgenauigkeit der einen durch diejenige 
der anderen bedingt wird (Heisenbergsche ,,Ungenaidgkeits- 
Relation‘‘). In der Anwendung auf die Schrodingersche Theorie 
hat man als diese zwei GroBen speziell die Energie und die Zeit- 
Koordinate des Elektrons zu betrachten. In den Eigenzustanden 
ist die Energie scharf bestimmt; die Zeitbestimmung wird dadurch 
unmdglich und es entffflt die Vorstellung von zeitlich durchlaufenen 
Bahnen. Nur die durchschnittliche Verweilzeit des Elektrons an 
jedem Orte, d. h. die Dichte der Ladungswolke, lafit sich bestimmen. 

Es liegt auch ganz im Sinne dieser allgememen Theorien, daB 
die ^-Funktion selbst eine mathematische HilfsgroBe ist und daB 
eine eigentliche physikahsche Bedeutung erst ihrer (mit e multi- 
pHzierten) Norm zukommt, namlich der Ladungsdichte q. Die 


1) M. Born, Zeitschr. f. Phys. 88, 803 (1926); 40, 167 (1927). 

®) Vgl. das Zitat bei Jordan^) auf S. 811. 

®) P. Jordan, Zeitschr. f. Phys. 37, 376 (1926); 40, 809 (1927); 
41, 797 (1927); 44, 1 (1927). 

^) W. Heisenberg, ebenda 40, 601 (1927); 43, 172 (1927). 

®) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London (A) 113, 62l (1927). 
®) F. London, Zeitschr. f. Phys. 40, 193 (1926). 

’) M. Born, W. Heisenberg, P. Jordan, ebenda 35, 557 (1926). 

7* 
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^-Funktion entspricht dem, was Jordan ^Wahrsclieinliclikeits- 
Amplitude^ nennt, im Gegensatz zn der reellen Wahrscheinlichkeit. 
die als Norm der im allgemeinen komplexen Wahrscheinliclikeits- 
AmpUtude definiert wird. Einfache Differentialgleickungen abei 
gelten nictit fiir die Normen, sondern fur ihre Linearfaktoren, die 
Amplituden — alles in Analogie zu den Verhaltnissen in der 
Schr odingerscken Theorie. 

Dariiber binaus mocbten wir, wenn auch mit einiger Unbe- 
stimmtheit; noch auf eine groBere Analogie hinweisen, nandich 
auf die Verhaltnisse im elektromagnetischen Eelde: Die physikali- 
scben, d. h. meBbaren GrdBen sind Mer die Komponenten des 
Energie-Spannungs-Tensors, also zunachst quadratische Funk- 
tionen der Feldstarken. Einfache Differentialgleichungen, namlich die 
Maxwellschen, gelten aber nicht fiir diese, sondern fur ihre Linear¬ 
faktoren, die Feldstarken. Auch die Feldstarken kann man als 
mathematische HdfsgroBen zur Berechnung der eigentliohen physi- 
kahschen energetisch-dynamischen Beziehungen auffassen. 

Wenn wir die wellenmechanische Ladungsdichte als statistisohes 
Mttel der fruheren Elektronenbahnen bezeiehneten, so ist damit 
nicht gemeiat, daB dieses Mittel in gewohnlicher Weise zu nehmen 
sei. In der Wellenmechanik ergibt sich ja noch weit auBerhalb des 
Gebietes der fruheren Bahnen eine endliohe, wenn auch kleine 
Ladungsdichte, also in Gebieten, wo die gewohnliche Statistik den 
Wert Null liefern wurde. Es handelt sich also um eine neuartige 
Statistik, welche zwar verwandt, aber nicht identisch ist mit der 
gewohnlichen Statistik der klassisch-mechanischen Bahnen. 

B. Symmetric der Ladungs-Verteilung, insbesondere 
bei abgeschlossenen Schalen. 

Wir betonten bereits bei der Kepler-Bewegung, § 7 C, daB 
sich die S-T&rme, d. h. die Zustande mit I = 0, kugel-symmetrisch 
verhalten, die P-, D-Terme {I > 0) dagegen nur axial-symmetrisoh. 
Diese Symmetrie vereinfacht nicht nur die Anwendungen der Theorie, 
sondern sie ist fiir die Wiedergabe der physikalischen Tatsachen 
(vgl. die Beispiele unter E und F) geradezu entscheidend. 

Was vom Wasserstoff-Atom gilt, iibertragt sich qualitativ 
auf die komplizierteren Atome. Auch bei diesen sind die df-Terme 
kugel-symmetrisch. Denken wir uns namlich nach Kap. 7, §4 
die Wasserstoff-Unahnlichkeit solcher Atome durch ein zentral- 
symmetrisohes, nicht-Coulombsohes Zusatz-Feld hervorgerufen, 
das die Wirkung des Atomrumpfes auf das Serien-Elektron vertritt, 


§ 8B. Kugelsyminetrie der jSf-Terme. 
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so wird dieses Peld zwar den quantitativen Verlanf der Eigen- 
fnnktionen, aber nicht ihre zentrale oder axiale Symmetrie storen 
konnen; oder, anders ansgedriickt, das inner© Zentralfeld wird 
zwar den radialen Bestandteil der Eigenfunktion, aber nicht den 
Winkel-Bestandteil Pf (cos -O’) beeinflussen. 

Die Kugel-Symmetrie der ;S^-Terme ist nnmittelbar einleuchtend 
bei den AlkaUen, wo wir nur ein Valenz-Elektron in einem Zustand 
mit Z = 0 haben; ebenso bei den Erdalkahen mit zwei Valenz- 
elektronen im gleichen Zustand und aUgemein bei einem ^-Term, 
der aus der tJberlagerung von lauter kugel-symmetrischen Zustanden 
[I = 0) entspringt. Dafi auch bei der tJberiagerung von Zustanden, 
die einzebi zu Z > 0 gehoren, ein spharisch-symmetrischer Zustand 
resultiert, sofern nur das resultierende Z gleich Null ist (die „Gruppen- 
Quantenzahr‘ I, vgl. unter D; Z = 0 ist die allgemeine Definition 
des ;S-Terms), kann bier nicht bewiesen werden. 

Die Kugel-Symmetrie ist aber nach A, Unsold^) auch bei 
alien abgeschlossenen Schalen {j = 0) reahsiert. Was eiile 
abgeschlossene Schale ist, laBt sich vollstandig nur durch das 
Paulische Prinzip^) erklaren, welches zur Zeit der vierten 
Auflage dieses Buches noch nicht bekannt war, aber seitdem eine 
iiberragende Bedeutung fiir alle Eragen der Atomphysik, insbesondere 
fiir die Theorie des periodischen Systems gewonnen hat. Es besagt, 
dafi bei mehreren Elektronen jeder wohldefinierte Zustand 
hochstens von einem Elektron inne gehabt werden kann. 
Und zwar heifit ein Zustand dann wohldefiniert, wenn er durch vier 
Quantenzahlen gekennzeichnet ist. Als dieses Quadrupel von 
Quantenzahlen wahlen wir am besten: 

n, Z, m und 

Die drei ersten entsprechen den drei Preiheitsgraden des Elektrons 
im Wasserstoff-Atom, wie wir sie bisher beriicksichtigt haben, 
namlich seinen drei Koordinaten wobei es gleichgiiltig ist, 

ob wir fiir den r-Freiheitsgrad die radiale Quantenzahl die 
sich hier in erster Linie darbietet, oder statt ihrer die mehr ein- 
gebiirgerte Hauptquantenzahl n =■ 1\ benutzen. Was aber 

bedeutet die vierte Quantenzahl, die wir mit bezeichnet haben, 
woher ruhrt der ihr entspreohende Ereiheitsgrad ? Die Antwort®) 


1) Mhnchener Diss, 1927; Ann. d. Phys. 82, 355 (1927). 

2) Zeitschr. f. Phys. 31, 765 (1925). 

Hypothesevon GoudsmitundXJhlenbeck,Physioa5,266(1925), 
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hieraiif wd zwar nicht von dem Paulischen Prinzip direkt gegeben, 
ist aber durch dasselbe vorbereitet worden: Dieser vierte Frei- 
beitsgrad liegt im Elektron selbst, namlich in seinem 
Dralls, ist die Komponente seines Brails, iind zwar 
genommen nach derselben Achse, auf die sicb aucb die magnetiscbe 
Quantenzahl m (oder ausfuhrlicher gesciirieben mi) bezieht. 

Nehmen wir nun noch hinzu, daO die Zahl lediglich der 
beiden Werte 97^^ = ± % fahig ist, so konnen wir den Begriff der 
voUstandigen Schale so definieren: Sie wird gebildet von 
Elektronen aller derjenigen Zustande die bei 

gegebenen Werten n,l nach dem Paulischen Prinzip 
moglicb sind. Die Zabl dieser Elektronen ist 2 (2 2 + 1 ), wobei 
der Paktor 2 von den beiden Moglicbkeiten fiix berruhrt, wahrend 
der Faktor 2 Z + 1 der Gesamtbeit der ganzzabligen Werte von m 
entspricht, die sicb aus der Bedingung — < + ^ ergeben^). 

Wir scbreiben die Eigenfunktion ^ und die Ladungsdichte 9 fiir 
irgend eine^ dieser Elektronen in erster Naberung bin, d. b. unter 
Vernacblassigung seiner Wecbselwirkung mit den txbrigen (wobei 
wir aber die Wirkung des ioneren Zentralfeldes in den radialen 
Bestandteil R aufgenommen denken) und unter Vernacblassigung 
eines dem Elektronendrall entsprecbenden Bestandteils: 

S Pf'(cos d') JJ 2 [P^(cos0')p 

Hier ist R und Np von n und I abbangig, aber von m unabbtogig; 
wir nebmen an, daJB R aucb von der vierten Quantenzabl m, nicbt 
merldicb abbangt, Dasselbe gilt dann von wabrend be- 
kanntUcb gleicb ^2%, also scblecbtweg konstant ist. Summiert 
man nun uber alle 2 (2 Z + 1 ) Elektronen der voUen Scbale, so 
erb^t man, unter Herauszieben aller von m unabbangigen Faktoren: 

O 7?2 + * 1 

Die Scbreibweise Pj^i deutet bier an, daB naturbcb P^’^= P'^'^ 
ist. Die summierte Dicbte ist, in derselben Naberung, mit der wir 
die Wecbselwirkung der Elektronen vernacblassigt baben, zugleicb' 
die Ladungsdiobte, die unserer Scbale entspricbt. XJnsere Be- 


Der Grebraucb negativer Werte von m (vgL Anra. 1 von S. 68) 
ist fiir das Folgende sehr bequem. 
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hanptung geht daKin, daB sie von 0 * unabhangig, also 
spbarisch-symmetrisch ist^). 

Ber Beweis griindet sicb auf einen seit altersher bekannten Satz 
liber Kugelfunktionen, das Additionstheorem derselben: Sind 
-O’, q) und -O'', 9 ' zwei Punkte anf der Einheitskugel und © ihr 
spharischer Abstand, derajt, daB 


so gilt 


cos © = cos -O’ cos -B*' sin B* sin B’' cos (9 — g?'), 


(2) Pi (cos @) = P|’«l (COS0-) Pj"* I (cos#')«f»(v>-(f’'). 


Setzt man hierin B = B*' und (p = q)\ so wird cos © = 1 und es 
ergibt sich 

( 2 a) P,(l) = 2 [Pl™l ( 00 s »)f. 

Die rechte Seite ist aber nach § 6 , Gl. (30) bis auf den Eaktor ^ 

mit unserer Summe in ( 1 ) identisch; die linke Seite ist nach Gi. (12 a) 
in § 2 gleich 1. Also wird in der Tat unsere Ladungsverteilung (1) 
von B’ unabhangig, d. h. kugel-symmetrisch. 

Gewohnlich entstellt man den symmetrischen Aufbau von (2), 
indem man schreibt: 


( 3 ) 


' P( (cos @) = Pi (cos -9’) Pi (cos %•') 

+ 22 P»(cos9)P*“(cosS'')cosm(9) — 


•P')- 


Der Vorteil unserer Benutzung negativer m sowie unserer ex- 
ponentieUen Scbreibweise leuchtet beim Vergleich von (2) und (3) 
ein. Wir koimen unserer Gl. (2) sogar eine noch symmetrischere Form 
geben, wenn wir von den konventionell normierten PJ® zu den 
rationeU normierten, d. h. durch N = Nd- N(p dividierten I^nktionen 
— wir woUen sie JZT nennen — ubergehen. Dann erweist sich (2) 
gleichbedeutend mit 

(4) Ui (cos ©) ni (1) = 2 (CCS B’) (cos B-') 

— i 


1) Unsold geht (1. c.) zumNachweis der Kugel-Symmetrievonder 
Storungsenergie aus. Der im Text eingeschlagene einfachere Weg, 
direkt die Dichten zu liberlagern, ist vom Verfasser schon angedeutet 
in der Physik. Zeitschr. 28, 238 (1927). 
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In dieser Form ergibt sich das Additionstheorem unmittelbar als 
Spezialfall eines aUgemeinen Satzes izber Entwicklung nach Eigen- 
funktionen, wie A. Unsold, 1. c., im Anschlufi an eine Vorlesung 
des Verfassers mitteilt. Statt dessen konnen wir GL (2) auch so 
beweisen: Die linlce Seite ist eine in -O’, 9 ? und O’' q)' symmetriscbe, 
auf der ganzen Kugel-Oberflaohe stetige Kugelflachen-Funktion 
Z-ten Grades, d. h. eine Losung der partiellen Differentialgleichung 
(lb) in § 2. Die allgemeinste Form einer solchen LOsung wird dnrch 
die rechte Seite von (2) gegeben, sofern wir in jedem Gliede den 
nnmerischen Koeffizienten imbestimmt lassen; wix nennen ihn Cm, 
wobei c—m = Cm sein muiB. Die Cm lassen sich nun sukzessive 
bestimmen; Wir setzen wie in (2 a) 0 = 0*', <p ^ <p' und erhalten, 
ganz analog wie dort: 

(6) a3 = COS0-. 

— z 

Machen wir hier x= 1 , so versohwinden alle Pf fur | m | > 0 wegen 
des Faktors sin™ ^ = (1 — und wir erhalten 

Co[P*(l)P = c, = 1, 

wie es nach Gl. ( 2 ) oder (3) sein soil. Indem wir das Glied mit Cq 
in (5) nach rechts hinubernehmen und mit 1 — dividieren, entsteht 
aus (5) [vgl. (25a) in § 6 ; der Faktor2 auf der linken Seite riihrt 
von m ± 1 her]: 

=^ 1 ( 1 )+-, 


wo die nicht hi^eschriebenen Glieder fiir a? == 1 versohwinden. 
LaBt man nun wieder x = I werden, so folgt 

_ 1 _ 1 

2 1(1+ly 

Vgl. die DarsteUung (25) in § 6 . Dies aber stimmt mit dem Koeffi- 
(l — 1)1 

zienten — in (2) uberein. So geht es fort. Gl. ( 2 ) kann also 
auch auf diesem Wege als bewiesen gelten. 

Man versteht ohne weiteres, wie vereinfachend diese Kugel- 
Symmetrie aUe Betrachtungen izber die Fernwdrkung der ab- 
geschlossenen Schalen beeinflussen wird. Vergleiohsweise denke man 
an das von G. hT. Lewis ausgebildete ModeU der Achtersohale, 
namlich an das statische Oktett. Auch dieses besitzt vermoge 
seiner regulton Wiirfel - Anordnung einen hohen Grad von 
Symmetrie, derart, daB das Dipol- und Quadrupol-Moment seiner 
Ladungsverteilung verschwindet. Aber es bleiben hohere Multipol- 
Momente hbrig, deren Femwirkung man vorizbergehend (vgl. unter F) 
zur Erklarimg der Kristallgitter-Krafte heranziehen wollte. Dem- 
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gegeniiber besagt unser Satz, daB fur die Achterschale und fiir alle 
Arten abgeschlossener Scbalen (anch die stabilen Moleklile besitzen 
im aUgemeinen abgeschlossene Schalen) die Multipol-Momente be- 
liebiger Ordnung in erster Naherung (d. h. unter Yernachlassigung 
der Wechselwirkung der Elektronen) verschwinden. 


C. Die nicht abgeschlossenen Schalen und ihre 
magnetischen Momente. 


Wir kdnnen die abgeschlossenen Schalen, ahnhch wie den 
ehemaligen Elektronen-Kubus als elektrostatische Systeme be- 
zeichnen: Wegen der Kugel-Symmetrie gibt es keine Vorzugs- 
richtung fiir eine etwaige Stromung der Ladung. Anders die nicht 
abgeschlossenen Schalen; diese konnen, ahnlich wie die friiheren 
Elektronenbahnen, mit Systemen stationarer Strome verghchen 
werden. Der Grund hegt in einer Beziehung, die Schrodinger^) 
als Erhaltungsgleichung der Elektrizitat deutet und zur aUgemeinen 
Definition der Stromkomponenten benutzt. 

Wir gehen mit Schrodinger aus von den „Zeitgleichungen‘* 
(13) und (13a) in § 5, die wir so schreiben: 


( 6 ) 




du _ h / 

dt 4:%im\ 

h /' «3r=*m \ , 

= - TT- ^ “ 

4 Sr 4m \ / 


du 

Ft 

du^' 

Tt 


7)«, 
Ssr^m 


Wir multipHzieren die erste Gleichung mit w*, die zweite mit u 
und addieren, wobei sich das Glied mit 7 heraushebt: 


(6 a) 


dt 




Zur Umformung der rechten Seite erinnern wir an den Formahsmus 
beim Greenschen Satz: Es gilt fiir irgend zwei Funktionen u 


und 




d^u d^u' 


d'^u^ 6 ( ,ydu au^\ 

dx^ ~ dxV dx dxP 


du^\ 


u^ jdu — u^ u^' = div (u^ grad u — u grad u^) , 
also ist wegen (6 a): 

d ^ 


43r4m 


^) S. 137 der vierten Mitteilung. 
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Diese Beziehung liat die Form der hydro dynamise hen Konti- 
miitatsgleichnng. So gut wie wir euu"^ mit der Ladungsdichte ^ 
identifizieren, werden wir 


iS = — (u grad u* — grad u) 

m ^ o / 


der Stromdichte (entsprechend der hydrodynamisohen Impuls- 
dichte 9 t) gleichsetzen. So gut wie die Kontinuitatsgleichung 
die Erhaltung der Masse in Raum und Zeit ausspricht, verbiirgt 
unsere mit e multiplizierte Gl. (7) die Erhaltung der Ladung 
in Raum und Zeit: die Ladung 9 andert sich nur in dem MaBe, 
als sie von der Stromung B zu- oder abgefiihrt wird. Gl. (7) 
verbiirgt zugleich, wie Sc hr 6 dinger betont, die Persistenz der 
Normierung. Integrieren wir namlich (7) iiber den Raum, so ver- 
schwindet das zweite GHed; das erste besagt dann die Zeit-Unab- 
hangigkeit der 6 roBe|w%!*‘dT; wir waren daher berechtigt, sie all- 
gemein auf 1 zu normieren. 

Die vorstehenden tJberlegungen gelten zunachst nur ftir ein 
Elektron. Urn sie auf ein System von mehreren Elektronen, z. B. auf 
eine Elektronen-Schaleanwendenzu konnen, erinnern wir andentlber- 
gang in § 1 von der Wellengleichung ( 11 ) fur ein Elektron zu Gl. ( 12 ) 
fiir mehrere TeiLchen. Dieser tlbergang iibertragt sich auf die vor¬ 
stehenden Zeitgleichungen ( 6 ); die daraus folgende Gl. ( 7 ) bleibt 
der Form nach bestehen, aber es bezieht sich das Zeichen div jetzt 
auf die Koordinaten ailler ^Elilchen (dabei wird der 

Faktor on bei verschiedenen Massen der Teilchen offenbar mit dem 
Index a zu versehen und hinter das Zeichen der Divergenz zu 
schreiben sein). Die Erhaltung der Ladung spielt sich also zunachst 
im mehrdimensionalen Phasenraum ab; ebenso ist B mehrdimensional 
definiert, entsprechend der veraUgemeinerten Bedeutung des 
,,Gradienten‘‘. Wir konnen aber sofort zu einer dreidimensionalen 
Erhaltungsgleichimg fiir die Ladung eines TeiLohens gelangen, 
wenn wir nach den Koordinaten aller ixbrigen integrieren. Dann 
verschwinden alle Glieder des Divergenz-Ausdrucks, die sich auf 
die Koordinaten dieser anderen Teilchen beziehen; die Gin. ( 7 ) 
und ( 8 ) und die Zeichen div, grad gelten wieder im urspriinglichen 
dreidimensionalen Sinne, sofern man nur unter u u* und 
u grad u* usw. die in dem angegebenen Sinne integrierten GroBen 
versteht. Wir begriinden so die schon friiher (§ 7, D) mitgeteilte 
Regel zur Bestimmung der dem einzehien Teilchen zuzuschreibenden 
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Ladungsverteilung und erweitern sie durch die gleiohzeitige Be- 
t stimmung der zugehorigen Stromnng S. 

So wie wir in § 5 auBer von der Dichte q eines Zustandes 
anch von der Dichte des tJherganges zwischen den heiden 
Zusttoden n iind m sprachen, so -woUen -wir anBer dem Strome S, 
der zu einem Zustand u gehort, anch einen Strom definieren, 
der sich aus zwei Zustanden n und m hereehnet und der daher zu 
dem Dhergang m —> n gehort. Wir versehen zu dem Ende u 
in der ersten GL (6) mit dem Index in der zweiten mit dem 
Index m, multiplizieren die erste mit die zweite mit und 
erhalten statt (6 a): 

KO = («m —Und <), 

und daher wegen des Greenschen Satzes statt (7) 
d hf 

^ (Un Mm) -f div (Un grad M* — u* grad «„) = 0. 

Dies bedeutet eine Kontinuitatsgleichung fur die Dichte 

Qnm 

infolgedessen sind wir bereohtigt, die GroBe 
6 th 

(8 a) 8nm = - —r (m„ grad — < grad u) 

als verallgemeinerte „Stromdichte“ aufzufassen. 

Die in (8) definierten GroBen 8 = 8^^ bilden die Diagonal- 
Elemente der ,,Strommatrix“ 8^^, d. h. eines zwei-dimensionalen 
GroBen-Schemas, dessen einzelne Elemente den tJbergangen (ins- 
besondere in der Diagonalen den Zustanden selbst) zugeordnet sind. 

Auch die Stromung 8 bzw.^jS^^ werden wir statistisch auf¬ 
zufassen haben: 8 bedeutet den wahrsoheinlichen Wert der Ladung, 
die in der Zeit 1 nach der Richtung des Vektors 8 durch eine senkreoht 
zu dieser Richtung gestellte Flache 1 hindurchgeht. 

Wir wenden GL (8) zunachst an auf das Ein-Elektronen-Kepler- 
Problem in einem stationaren Zustand. Dabei woUen wir aus guten 
Griinden (s. unten) an unserer Ubung, die ^-Funktion komplex 
mit dem Faktor zu schreiben, festhalten. Man erkennt 

namlich aus der aUgemeinen Form des Ausdrucks (8), daB die 
Komponente von 8 nach jeder Koordinate verschwinden muB, 
von der ip in reeller Weise abhangt. Dennist bis auf den Faktor 
6 h 

-der imaginare Teil von ^ grad und dieser ist Null, 

m %7C 
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w'enn nicht nacL einer Koordinate differentiiert wird, die in 'tjj 
imaginar vorkommt. Nehmen wir z. B. die Koordinaten r und ^9* 
beim Kepler-Problem. Hier haben wir: 


— Ei ilL 

11 = if,e ^ f = B. Pf (cos'9') eT' ^ 

if- = (cos e- gradr = grad^. = — ~ 

Or T 0 %' 

du* , d 

“rT^= 

welehe beiden Ausdrucke reell sind. Also folgt aus (8) 

Sr = 8^ = 0. 

Anders fiir die ^J-Eichtung. Fiir diese gilt 

gradL = _ 

’ rsind(?9) 


2 at 
—7— Et 


Mgrady _ m|^p 

’■ ^ r sin 

und nach (8 ) (to schreiben fiir die Elektronenmasse u, urn die 
KoUision mit der Quantenzahl m zu vermeiden): 

(y) S =—. 

^ (I 27 t r sin 

Es ergibt sich also (wenn nicht gerade m = 0 ist) eine ' 

.tationare kreisformige Stromung um die Polarachse 

S- - 0, uberaU wo Ladung \f\i vorhanden ist, also eigentlich. 
un ganzen unendhchen Raum. * gentuca 

V Strbmung gehen wir liber zu ihrem 

Moment M, dessen Achse natiirlich die Eiohtung # JtZt 

rU(dektroi]mgnel«ok)miJiiniloMmerllll„],, DemBpezi&oheii 
Strome S, eaBp™M i„ 

Stron^ttoke 1 

flossene Flache ist 7t r® sin* # Dat 'RnUr.., 7 ^ 

Moment wird also ' ^ ® ^ magnetischen 




(I 4:7tC 





§ 8C. Magnetisches Moment. 


109 


wo dx = %7C r d6 den Rauminhalt der kreisformigen Rohre 
^ bedentet, die aus d6 durch Rotation um die Achse -O' == 0 entsteht. 
Aufsummierung aller solchen Beitrage liefert wegen der Normierungs- 


Bedingung 11 ^ | ^ eZr = 1 : 

(10) M = ^ 


e h 
^ 4:7tC 


m. 


Wir finden also genaix m „Bobrsche Magnetonen“ [vgl. Kap. 2, 
S. 148, Gl. (15); das negative Vorzeicben weist anf die negative 
Ladung des Elektrons bin]. Diese einfaobe wellenmecbaniscbe 
Begriindung eines durch die fnihere Quantentheorie geforderten 
Zusammenbanges seben wir mit E. Fermi^) als eine schone Be- 
statigung des Scbrodingerscben Ansatzes ( 8 ) an. 

Bevor wir auf die allgemeinen Konsequenzen iinseres Resultates 
eingehen, rniissen wir etn nabebegendes Bedenken zerstreuen. Wir 
erbielten einen von Null verscbiedenen Strom Sj wie bervorgeboben, 
nur aus unserer in bezug auf g? komplexen Form von An sicb 
konnten wir aber in ^ zum reellen Teil ubergeben und statt 
schreiben cos m cp oder etwas allgemeiner cos (m 9 — a). Dann 
wiirden wir nacb den obigen Ausfiibrungen erbalten Sf^ — 0, Diese 
scheinbare Scbwierigkeit Idart sicb folgendermafien: Die matbe- 
matiscbe Auszeicbnung unserer Polaracbse ist nur berecbtigt, wenn 
diese Achse aucb pbysikabsob ausgezeicbnet ist, z. B. durch ein in 
dieser Ricbtung angebracbtes Magnetfeld. Dann ist aber die Be- 
nutzung von nicbt mebr willkurliob, sondern notwendig. 

Das Magnetfeld unterscbeidet ja im Zeeman-Effekt die beiden 
Umlaufsricbtungen des Elektrons (d. b. die beiden Ansatze 
und verscbafft ibnen verscbiedene Energierdveaus (Eigenwerte). 
Die vorstebende Recbnung ist also vollkommen legitim im Falle 
eines Magnetfeldes H und daber aucb im Limes S' = 0 (vgl. Kap. 2, 
§ 8 ), wo die Eigenfunktionen des Zeeman-Effekts m die des Kepler- 
Problems iibergeben, aber die Ricbtung des Magnetfeldes pbysikabscb 
ausgezeicbnet bleibt. DaB die Wellenmecbanik keine elektriscbe 
Stromung und kein magnetisches Moment befert, wenn wir das 
entartete Kepler-Problem betracbten und es nicbt als Limes eines 
Zeeman-ProbJems behandeln, also nicbt die dann erforderbobe 
komplexe Form der Eigenfunktion benutzen, ist kein Fehler, sondern 
ein Verdienst der Wellenmecbanik. Ebenso wie die Bahnen der 
alteren Tbeorie obne Magnetfeld jede Lage im Raume baben konnten, 
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hat aticU <lio elektrische Stromung der Wellenmechanik ohne Magnet¬ 
fold cine iinbestimmte Orientierung. Indem die Wellenmechanik 
stotH statiBtisoh mittelt, ist es begreiflioh, daB sie im entarteten j 
Kepler-Problem zu der Aussage: >S = 0, if = 0 gelangt. 

Nun konnen wir die Fragen beantworten, die sich auf Stromung 
und Magnetismus in einer abgesohlossenen oder nicht abgeschlossenm 
Schalo beziohen. Rechnen wir in erster Naherung, d. h. unter Ver- 
nachlassigiing der Wechselwirkung zwiachen den die Schale kon- 
atitiiierenden Elektronoii, so diirfen wir die Strome dieser Elektronen 
so wio unter B ihre Dichten uberlagern. Ip. der Tat werden wir im 
niichsten § sehen, daB Strom und Diohte zusammen eine hShere 
Einhoit (eiiien ,,Vierervektor“) bilden. Auch entnehmen wir un- 
inittolbar ans (7) und den ansohlieBenden Erorterungen uber Mehr- 
Elektronen-Systeme, daB die Superposition der Strome mit der- 
jonigcn der Dichten Hand in Hand geht. Aus den Stromen bereohnet 
sich aber das magnetische Moment; infolgedessen superponiert sich 
auch dieses aus den xnagnetischenMomenten dereinzelnenElektronen- 
Znstaude, Aus (10) folgt also 

(11) M = Sm Magnetonen. 

Eine nicht abgeschlossene Schale ist daher im aUgemeinen 
paramagnotisch, (11) gibt die Komponente des para- 
.inagnotischen Momentes nach der Achse des Magnetfeldes an. Gleich- 
zoitig zo.igt sich, daB die abgeschlossene Schale uhmagnetisoh 
(bosHor diainagnotisch) ist; denn fiir diese wird Em vermoge 
dos PaiiliHclien Prinzips gleich Null, da m in einer solchen Schale 
(lor lioiho nach alle 2 2:+ 1-Werte zwischen — I und + I annimmt. 
Dio lotzto Aussage bleibt auch bestehen, weim wir aufier dem 
Maguotisuius der Strome S (der „umlaufenden Elektronen“) auch den 
Eig(m-Magnotismus der Elektronen (der „rotierenden Elektronen‘‘) 
initroclmon, Denn diese letzteren Beitrage heben sich paarweise auf, 
iiuloiu iiach dem Paulischen Prinzip die Gesamtzahl der Elektronen 
in oincu' abgoschlossenen Schale 2 (2 ^ + 1) ist xmd zu jedemElektron 
mit m und = H- ^ ein zweites mit m und ^ gehort. 

D. Individuelles I und Gruppen-Quantenzahl I, 
Raumliohe Quantelung. 

Don im vorstehenden geschilderten Sachverhalt konnen wir 
in oin oinfaches Bild zusammenfassen: Bei einem Elektron von 
^gebenom I deuten wir I als Vektor (Impulsmoment des Elektronen- 
'>laufB im alten Sinne oder des Stromes im jetzigen Sinne). Das 
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magnetisohe Moment des Stromes nach. der 2 -Aeh.se bestimmt sich 
w aus der Projektion m von I auf diese Achse. Den 2^+1 mogMchen 
Werten- von m, namlich — I entsprechen 2 Z + 1 

mogliche Lagen von Z, die Fig. 8 darsteUt, wobei natiirlich jede 
Lage anf einem Kegel iim die z-Achse ge- 
dreht werden kann. Wir kommen so zum 
wellenmeehanischen Analogon der ,,raum- 
hchen Quantelung*' aus Kap. 2, § 8. Die 
Stromimg ist sozusagen latent, bis vdr sie 
durch ein angelegtes Magnetfeld richten und 
zeigt auoh dann nur die Komponente ihres 
Momentes nach der Achse des Magnetfeldes, 
d. h. die Projektion m des Momentenvektors 
auf diese Achse. Unsere Figur geht etwas, 
aber nicht wesentlich iiber den analytischen 
Tatbestand der Wellenmechanik hinaus und 
faBt diesen bequem zusammen. 

Nun berucksichtigen wir neben I den 
ElektronendraU s, also neben (wofiir wir 
bisher einfach m geschrieben batten) die 
magnetische Quantenzahl ± Die 

Summe beider m = mi-{- ist dann nicht mehx ganzzahlig mit 
den Maximalwerten ^ Z, sondern halbzahlig mit den Maximalwerten 
± (^ + %) rb (^ — %)• Anzahl der m-Werte ist nicht mehr 
(2 Z + 1), sondern 2 (2 Z -|- 1) wegen der hinzukorumenden doppelten 
Moglichkeit fiir == ib schon am SchluB des vorigen Ab- 

sohnittesC sahen. Wir zerlegen diese Zahl in zwei Gruppen von 
(2 Z + 2)- bzw. von 2 Z-^erten und ordnen sie den zwei Werten zu: 

(12) j =z l-\- s= 1+ Yj, bz-sv. j=|Z — s| = li! — Ytl- 
Indem wir also den ElektronendraU hinzunehmen, kommen wir 
auf wellenmechanischem (oder pseudo-weUenmechanischem) Wege 
zur Einfuhrung der ,,iQneren Quantenzahl“ j, die in Kai^. 8 die 
beherrschende RoUe fiir die Systematik der Spektren gespielt hat. 
Das Neue ist, daB wir diese Zahl jetzt schon beim einzelnen Elektron, 
also beim Wasserstoff-Atom, einfiihren, wahrend wir friiher 
glaubten, j erst bei den Multiplett-Strukturen notig zu haben. 

Denken wir uns Fig. 8 statt mit der ganzen Zahl Z mit den 
halben Zahlen ? = Z ± ^ konstruiert, so werden zugleich mit j 
auch die zugehorigen m = + 9%^ halbzahlig und ihre Anzahl 

fiir beide j-Werte gleich 2 j + 1, also, wie oben angegeben, gleich 


Eig. 8- 



BUumliclie Quautelung. 
Magaetische Quantenzahl m 
nnd aziiuutale Qnanteuzalil I 
= m= 0 , ±1, ± 2 , ± 3 . 






112 


Kap. I. Eiiifuhrung in die Wellenmeehanik. 


2^+2 bzw. gleich 2 1. Nattirlioli kommt bei Z = 0 (AS-Term) von 
den beiden ^-Werten ? = Z ± ^4 negative in Fortfall, wie in (12) ^ 
durch das Zeichen | | angedeutet wurde. Der S-Term erweist sich 
so als einfach, alle izbrigen Terme als doppelt, wie die Terme der 
AlkaHen. 

Nachdem Lande wiederholt anf den alkali-ahnlichen Charakter 
der Rontgenterme hingewiesen hatte nnd nachdem die Rontgenterme 
seit 1916 als wasserstoff-ahnlich bekannt waren, wnrdeim Jahre 1926, 
Hand in Hand mit der Entdeokung des Kreisel-Elektrons, der 
alkali-ahnliohe Dnblett-Charakter der Waaserstoff-Terme allgemein 
anerkamit. Dieser bedingt eine Bezifferung der Feinstrulitnr- 
Niveaus mit zwei Qnantenzahlen j (halbzahlig) nnd I (ganzzahhg) 
an Stelle der friiheren Bezifferung mit der einen Qxiantenzahl 
— Z + 1. Als Eolge hiervon ergeben sich abgeanderte Auswahl- 
regeln nnd gewisse schwache, aber experimentell nachgewiesene 
Komponenten der Feinstruktm:, some anomaler Zeeman- nnd 
Paschen-Back-Effekt, alles in tibereinstimmung mit den Alkalien. 
Wir kommen darauf im nachsten § zuriick. Hier soil nor nooh betont 
warden, dal3 die Systematik der Spektren durch die neue Klassi- 
fikation des Wasserstoffs einen sohdnen AbschluB erhalt: Der 
,,Wechselsatz‘' (Kap. 8, § 2) gilt jetzt ausnahmslos bis zu den ersten 
StelLen des periodischen Systems hinunter; auf Lithium, Dublett- 
Spektrum, folgt Helium mit Singulett- und Triplett-Spektren und 
schhefilich Wasserstoff mit einem typischen Dublett-Spektrum. 

Wir gehen jetzt von dem einzelnen Elektron zu einer Gruppe 
von mehreren Elektronen Tiber, wobei wir zunachst von dem 
Elektronendrall wieder absehen woUen. Die Elektronen konnen 
dabei gleiches oder verschiedenes I haben xmd konnen der gleichen 
Schale oder verschiedenen Schalen angehoren (gleiches oder ver¬ 
schiedenes n haben). Sie warden auf die gleiche magnetische Achse 
bezogen; ihre Wechselwirkung (soweit nicht in das S. 100 genannte 
ZentraHeld eingerechnet) wird wie unter B imd C vernachlassigt. 
Dann addieren sich die Strome S und daher auch die magnetischen 
Qnantenzahlen m [s. Gl. (11) imter C], Wir erhalten also fur die 
,,magnetische Quanteiizahl w der Gruppe“: 

(13) 

wo der Index v die einzelnen Elektronen untersoheidet. Definieren 
wir nun die ,,azimutale Quantenzahl I der Gruppe‘^ als das positive 
Maximum der moghchen Werte von m (es ist das dieselbe Definition, 
die nach Fig. 8 fur das einzelne im Verhaltnis zu den moglichen 
Werten von gUt), so haben wir fiir I die Beziehung: 

(14) Z=S‘t 
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Der Pfeil bedeutet, daB w die vektoriell zusammenzusetzen 
haben, wobei aber im Sitme der Pig. 8 jedes ntir solcbe Lagen 
gegen die magnetisohe Acbse haben soil, daB seine Projektion aiaf 
diese Achse ganzzahlig (= m^) wird. Dann ergibt sich anch fiir die 
Projektion von T auf diese Achse ein ganzzahhger Wert, namUch 
der Wert m ans Gl. (13). Gl. (14) soli hiernach ansdriicken, daB 1 
alle ganzzahligen positiven Werte annehmen kann, die sich 
durch Addition oder Snbtraktion aus den zusammensetzen lassen: 

(14a) 


Als Beispiel betraohten wir etwa zwei Elektronen mit 


Dann gilt nach (14 a) 
also 


Zj - 1, Zg — 2. 


l = 3 Oder 2 oder 1. 


Dies bedeutet in der spektroskopischen Nomenklatur entweder 
einen P-Term (r= 3) oder einen D-Term (r= 2) oder einen 
P-Term (I = 1). An die Stelle der fruheren Tabelle 47 von S. 496 
tritt namlich jetzt wegen der abgeanderten Benennung der azi- 
mutalen Quantenzahl Z = & — 1 und bei Benutzuug groBer statt 
kleiner Termsynxbole (gemaB einem amerikanischen Vorschlage) 
die folgende Tabelle 2: 

Tabelle 2. 









z“ = 

0 

1 

2 

3 

4 

5... 


8- 

P- ^ 

D- 

P- 

Q- 

jy.,.. Term 


derart, dafi bei mehreren Elektronen nicht die azimutale Quanten¬ 
zahl Z eines einzelnen „Leuchtelektrons“, sondern die azimutale 
Gruppen-Quantenzahl T das Term-Symbol und den Term-Charakter 
bestimmen soli. Dies ist sachgemaB, well z. B. die Anzahl der 
magnetischen Aufspaltungen und damit zugleioh das Quanten- 
gewicht des Terms (vgl, Kap. 8, S. 651), beide zunachst ohne 
Elektronendrall gerechnet, dmrch die Gruppen-Quantenzahl Z ge- 
geben werden. Wir priifen dies an unserem Beispiel. Zu dem P-Term 
gehoren sieben magnetisohe Niveaus (m = i 3, ±2, ±1* 0), zu 
dem D-Term fiinf (m = ± 2, ±1, 0), zu dem P-Term drei 
(9W = ± 1,0); das sind im ganzen 16. Die gleiohe Zahl ergibt 
sich, wenn wir aUe moglichen Werte von (namlich drei) mit 
alien moghchen Werten von mg (ntohch fiinf) kombinieren. 

So mm erf eld, Atombau ttnd Speiktrallixiieii. g 
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•Die vorstehenden Bemerkungen sind natnrgemaJS seiir un- 
voUstandig. Genauer liefie sich die Systematik der Terme erst be- 
sohreibeii auf Grund der genaueren Theorie des magnetischen 
Elektrons, die wir in Kap. II, § 10 entwickehi warden. Dabei wird 
sicb zeigen, daB der ^Babnimpuls'' des einzebien Elektrons nicht kon- 
stant gleich der azimutalen Quantenzahl I ist, sondern daB nnr die an die 
SteUe von/tretende GroBe als eigentbcbelntegrations-Konstante auf- 
tritt. Dasselbe wurde bei mehreren Elektronen von der Gruppen- 
Qnantenzahl I und der mit ibx znsammenhangenden inneren Quanten¬ 
zahl j gelten. Trotzdem geben die vorstehenden Begeln die Richtlinien 
an, nach denen sich die Theorie der Spektren entwickelt hat und 
nach denen man sich auch weiterhin in den verwickelten Spektren 
zu orientieren haben wird. 

E. Wirkungssphare bei ZusammenstoBen, vermeintliche 
Doppelbrechung'im Magnetfelde. 

Wie wir unter B gesehen haben, ist die Ladung q spharisch 
verteilt im EaUe eines S-Terms {I = 0) und im Falle einer ab- 
geschlossenen Schale (/ = 0). Der erste FaU hegt vor im Grund- 
zustande des Wasserstoff-Atoms und der ihm analogen Alkalien; 
der zweite FaU z. B. im Grundzustande des Heliums, des Hg, aber 
auch bei Molekiilen wie Hg, Og, Zugleich mit der Ladung haben auch 
die Kraftfelder solcher Atome oder Molekiile spharische Symmetrie. 
Wir mussen also schheBen, daB die ZusammenstoBe, die ja durch 
die Heaktionen der Kraftfelder geregelt werden, wie in der klassischen 
kinetischen Gastheorie nach Art isotroper Kugeln erfolgen. 

Dagegen war die Symmetrie der friiheren Atom-Modelle nicht 
die einer Kugel, sondern die einer Scheibe, z. B. im Grundzustande 
des Wasserstoff-Atoms, wo die Atom-Dimensionen in der Ebene des 
umlaufenden Elektrons jedenfalls groBer sein muBten, als in der 
RLchtung sehkrecht dazu. 

Nun haben wir im Stern-Gerlaoh-Versuch ein Mttel, um 
diese vermeinthchen Atom-Scheiben einander paraUel zu richten. 
Wurde namlich das paramagnetische Moment (gleich einem Magneton 
beim H-Atom und bei den Alkalien im Grxmdzustande) von dem 
umlaufenden Elektron hernihren (in WirkKchkeit riihrt es von der 
Struktur des Elektrons her), so wiirde die magietische Achse senkrecht 
zur Bahnebene stehen mussen und sich parallel oder antiparaUel 
zu den Kraftlioien des toBeren Magnetfeldes steUen. Diese Eiu- 
stellung ist tatsaohlich nachgewiesen, nicht nur bei Ag und den 
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AlkaJien (vgl. Kap. 2, S. 146), sondem auoh beim H-Atom^). Sie 
bestebt aucb in der Wellenmecbaiiik zu Reobt, wie wir im voran- 
gebenden Abscbnitt geseben baben, obne aber bier, wie naob der 
alten Voretellung, eine versohiedene Ausdebming der Wirkungs- 
spbaxe nacb verschiedenen Riebtungen im Gefolge zn baben. 

Hieran kniipft ein Verauob von R. Fraser®) mit Wasserstoff- 
Kanalstrahlen an. Die H'^-Teilcben (Protonen), die auob nacb der 
alteren Tbeorie ein kugel-synunetriscbes Feld baben nnd daher die 
Fntsobeidung zwiscben alter nnd neuer Tbeorie storen ■wuxden, 
wurden nnmittelbar vor dem Eintritt in den Versuchsraum durcb 
ein elektrisches Feld berausgebolt. Die neutralen H-Teilcben fielen 
anf eine Thermosaule nnd wnrden durcb diese galvanometriscb 
gezablt, nnd z'war abweobselnd mit nnd ohne Magnetfeld, wobei 
die magnetiscben Kraftlinien parallel znr Ricbtung des Kanalstrahls 
verbefen. Nacb der alten Tbeorie miifiten mit Feld die Zusammen- 
stoBe haufiger vmd daber die Galvanometer-Ausschlage geringer 
sein als ohne Feld, weil dann alle H-Atome dem Restgas (Hg oder 
Argon) ibre voile Scheibe znkebren ■wiirden, wahrend ohne Feld je 
nacb der zufalbgen Orientierung des Atoms nur ein Bmcbteil der 
Scheibe als StoBquerschnitt znr Geltungkame. Tatsachbcb zeigte siob 
aber kein Unterschied in den Aussohlagen mit nnd obne Fdd. Dies 
entspriobt der neuen Tbeorie, nacb der das H-Atom kngel-symmetriscb 
ist nnd daber sein StoBquerschnitt durcb die magnetische Orientierung 
nicbt beeinfluBt wird. 


Schon in seiner ersten grundlegenden Note Tiber die Tbeorie 
der „RicbtTingsquantelung im Magnetfelde" scbloB Stern®) am 
den damals herrschenden Modell-Vorstellungen, daB die magnetische 
Orientierung der Atome zu einer Doppelbrechung frihren muBte, 
die, wenn real, sich in zahlreicben friiberen Untersuohungen z. B. nut 
Na'-Dampf hatte zeigen mussen.’ Diese Doppelbrechung wiirde 
von der Starke des Magnetfeldes unabbangig und aucb in weitem 
Abstande von den Stellen anomaler Dispersion zu erwarten sein. 
In der Tat: Wenn aUe Atome z. B. im Na-Dampf magnetascb 
geriobtet sind und man schickt einen Ilobtstrahl se^ecbt zu en 
magnetiscben Kraitlinien hindurcb, so begen ^h der Vorsteb^ 
von der Scbeiben-Symmetrie die beiden elektriscben Komponen en, 
in die man die naturboheLicbtsobwingung zerlegen kann, verscbieden 


1) E. Wrede, Zeitschr. f. Phys. 41, 569 (1927). 

2) Proc. Roy. Soc. 114, 212 (1927). 

3) Zeitschr. f. Phys. 7, 249 (1921). 

^ 8 * 
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zum Atom: die eine zu den magnetisohen Kraftlinien parallele 
steht senJareoht znr Bahnebene, die andere liegt in der Bahnebene. 
Sie wiirden versobiedene Reaktionen des Valenzelektrons hervor- 
rafen nnd daber versobiedene Fortpflanznngs - Gesobwindigkeit 
baben miissen. Mit anderen Worten: Es muBte magnetiscbe 
Doppelbrecbnng anftreten, unabhangig von der Magnet-st^ke. 
Dafi dies nicbt der Fall ist, wurde von versobiedenen Seiten 
nacbgepriift. Die letzten genauesten Versnche sind von R. Fraser^) 
nnd W. Scblitz^) ausgefiibrt, mit voUkommen negativem Erfolg. 
Wir -wissen bereits, vde wir dies zn deuten baben: Das negative 
Ergebnis spricbt nicbt gegen die magnetiscbe Einstellung der Atome, 
die ja durcb den Stern-Gerlacb-Versncb objektiv bevdesen wd,' 
sondern gegen die Scbeiben-Symmetrie der Atome; bei kngel- 
symmetriscber Struktur des Na-Atoms im 5-Znstande fMt der 
Widersprucb fort. 

F. Die Kristallgitter-Krafte. 

Wenn man sicb einen polaren Kristall, z. B. NaCl aus lonen 
zweierlei Vorzeiobens aufgebant denkt, so wirken zwiscben den 
Nacbbarn Gonlombscbe Anziebungen. Der Kristall wiirde 
in sicb zusammenfallen, wenn es nicbt ancb AbstoBungen gabe, 
die jenen das Gleicbgewicbt balten. Solcbe AbstoBungen glaubte 
man friiber ans der Kuben-Vorstellnng (Kap. 3, S. 187) ableiten 
zu konnen. Aber diese Ableitung war unbefriedigend, denn sie 
setzte parallele Orientierung der Kuben voraus. "Oberdies existieren 
die dabei benutzten Multipol-Momente naob der Wellenmecbanik 
gar nicbt (vgl. den ScbluB von Absobnitt B), da die bier in Betracbt 
kommenden lonen samtbcb abgescblossene Schalen sind, also 
sphariscbe Symmetrie baben. Die Kuben-Vorstebung ist fallen zu 
lassen, nicbt well sie statisch ist — das ist die Ladungswolke der 
abgeschlossenen Scbalen naob der Wellenmecbanik ebenfalls —, 
sondern well sie einen zu geringen Symmetriegrad besitzt. 

Dagegen liefert die Vorstellung der kontinuierlicben Ladungs¬ 
wolke obne kiinstlicbe Annabmen eine Erklarung der abstoBenden 
Krafte und ibxer tatsaoblicben GroBe. Wir wollen dabei aber nicbt 
an NaCl denken, wo das Kation Na*^ und das Anion QT annabernd 
gleicb groB siud (Na'*’ ist etwas kleiner als Neon, web seine Elektronen- 
Scbale durcb die uberscbieBende Kernladung kontrabiert wird, 


1) Pbil. Mag. 1, 885 (1926). 

2) Zeitscbr. f. Pbys. 38, 863 (1926). 
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wahrend GT etwas groBer als Argon ist, da seine auBere Elektronen- 
Schale wegen des Fehlbetrages an Kernladung gegeniiber Argon 
erweitert ist), sdndern w woUen das Kation direkt als punktfdrmig 
Oder dock als sehr klein gegen das Anion voranssetzen; wir denken 
also etwa an Li Cl (die Z-Sohale von Li'*' ist nock kleiner als Helium). 

Wir stellen nun in Fig. 9 die ausgedeknte Ladungswolke des 
Anions sckematisok dar, "wie sie sick z. B. bei 01“ aus der tJber- 
lagerung der Ladungswolken der L-, Jf-Elektronen ergibt, und 
verfolgen das Kation (Pro¬ 
ton Oder in unserem Falle 
■ Li-Ion), wahrend es in diese 
Ladungswolke eindringt. 

Der Cl-Kern, Ladung +17, 
befinde sick im Koordi- 
naten - Anf angspunkt der 
Figur, die Ladungswolke 
repraaentiert im ganzen die 
Ladung —18. Bei groBem 
Abstande des Protons vom 
Cl-Kern ist die Ladungs¬ 
wolke sehr diinn; das Pro¬ 
ton erfahrt kier die Cou¬ 
lomb soke Anziekung 1/r^, die der Ladimgsdifferenz 18 — 17 = 1 
von WoUse und Kern entsprickt. 

In der Figur ist diese Anziekung als strickpunktierte Kurve 
eingetragen, und zwar nickt nur fiir groBe Abstande vom Kern, 
sondern auck extrapolatorisck fiir kleine Abstande, wo sie nur 
eiuen Teil der Kraftwirkung darstellt. 

Bei vermindertem Abstande r seheiden namlick die Teile der 
Ladungswolke aus, die auBerkalb der Kugel vom Radius r liegen. 
Denn eine spkMsck - symmetrisck geladene Kugelsckale iibt auf 
einen inneren Punkt keine Coulomb-Newtonscke Kraft aus. 
Daker vermindert sick die Anziekung. Statt dessen komien wir 
auck sagen: es tritt zu der Coulombschen Anziekung 1/r^ eine 
AbstoBung kinzu, in der Figur dargestellt durck die ausgezogene 
Kurve. Sie ist zunackst exponentiell klein wie die Dickte der 
Ladungswolke, wackst aber mit abnekmendem r an, und zwar in 
unserem Falle bis zum^Betrage 17/r^ in unmittelbarer Nake des 
Kernes. Die AbstoBung liberwiegt also schKeBlick die Anziekung 
und es gibt einen Abstand rg, entspreokend dem Schnittpunlcte P 
der ausgezogenen und der punktierten Kurve, in dem sick Anziekung 
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und AbstoHung das Gieiohgewicht haiten. Dies ist die Gleiohgewiclits- 
lage des Protons oder des Li‘'*-Ions in der Ladimgswolke des Anions. 
Eine ahnliche Gleichgewichtslage werden auch* ansgedehntere 
Kationen wie Na'*’ aufsuchen. 

DaB diese Erklarung die Wirklichkeit trifft, zeigt A. Unsold^) 
dadurch, daB er die Abstofiung in der Umgebung von r = duroh 
eine Potenz mit r~^ ” approximiert. Naoh. B orn und Landes Kuben- 
Vorstellung soUte n fiir ein Anion mit auBerer L-Sohale und fiir 
ein punktformiges Kation gleiob 5 sein. Die weUenmeohanische 
Rechnung liefert aber einen Wert von n, der mit systematisoh 
zunimmt und der die 5 toils unter-, teils uberscbreitet. Dasselbe 
tun auoh die Beobaobtungswerte, die man den Kristallgittern oder 
auch nach R. Me eke den Bandenspektren entnehmen kann. 


§ 9 , 

Relativistische Verallgemeinerungen. Das Variations-Prinzip. 

Anwendung aul das Kepler-Problem. 

Von jeder mathematisch-physikalischen Disziplin miissen wir 
heutzutage verlangen, daB sie dem Relativitats-Prinzip geniigt. 
In unserem Falle diirfen mr darunter spezieU die Forderung der 
Invarianz gegeniiber Lorentz-Transformationen verstehen, da die 
Gravitations-Krafte im atomaren Geschehen keine Rolle spielen; 
das aBgemeine Relativitats-Prinzip geht daher fiir unsere Falle 
praktisch in das der spezieHen Relativitats-Theorie Tiber. 

Ferner werden wir uns bei der relativistischen Erweiterung der 
Wellenmeohanik auf das Ein-Elektronen-Problem besohranken, 
nicht nur der Einfachheit wegen, sondern vor allem deshalb, 
weil die relativistische Formulierimg des Mehr-Elektronen-Problems 
noch ungeloste Schwierigkeiten zu bieten scheint. 

Wir werden so vorgehen, daB wir zunaohst die bisherige Gestalt 
der Wellengleichung formal verallgemeinern; erst naohtraglich 
werden wir dann eine Ableitung im Sinne der optisohen Analogie 
des § 1 geben. 

Besonders wiohtig ist es, daB wir bei dieser Gelegenheit lernen 
werden, wie die magnetischen KrMte (adlgemeiner; Krafte ohne 
Potential) in die Wellengleichung einzuordnen sind. 


1) Zeitschr. f. Phys. 43, 563 (1927). 
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A. Die relativistische Form der Wellengleichung. 

Wir benutzen statt der bisherigen Koordinaten x, y, z, t die 
Raum-Zeit-Koordinaten 


x^ X2 — 2/5 ^3 — ^3 ^4 — i c t. 

In diesen lantet Gl. (13), § 5, wenn wir statt des dortdgen w 
jetzt niQ (Rubmasse des Elebtrons) schreiben: 

/IN . 4 : 7 tmQC du 

Zur DarsteUung des auf das Elektron wirkenden elektromagneti- 
schen Feldes benutzen wir das „Viererpotentiar‘ 0, dessen Kom- 
ponenten ^4 wir folgendermaBen durch das ubliche Vektor- 

potential SI und das skalare Potential 9 definieren wolJen^): 




a ist die Feinstruktur-Konstante aus Kap.II, S. 108, Gl. (9), so daB 

a 2jte 

e he 


ist. Zwiseben 9 und der in (1) gemeinten potentielien Energie V 
(q) ist auf die Ladung 1 , V auf das Elektron-von der Ladung e be- 
zogen) bestebt die Beziebung 
(3) eg} = 7 —= 

In der Tat entspriebt dem Werte g? = 0 (feldfreies Elektron) der 
Wert F = JEq = Eigen-Energie. Aus (2) und (3) folgt 

( 3 a) F = 

Wir erwahnen noch die bekannte Nebenbedingung 

(3b) = »■ 

1 

die Tna.T» bei der Einfiihruiig der elektromagnetiseben Potentiale 
21 und 9 ) diesen aufzuerlegen bat, um ihre Definition eindeutig zu 
macben. 

Tragen wir (3 a) in (1) ein und benutzen die Abkflrzung 




j __ 

- o - r. 


2 Jt 

T 


1) Der bier liinzugefiigte Faktor aje ist fiir das Folgende bequem. 
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so erhalten wir 

Wir vereiofaclieii alles folgende, wenn wir das durcli den Faktor 
von 2 A nahegelegte Differentiations-Symbol einfiihren: 

(5a) Slje = 

o 


Dies Symbol soil nickt nnr fixr ifc = 4, sondern auch fixr = 1, 2, 3 
benutzt werden. Wenn vie in den bisker betrachteten Problemen 
3t == 0 ist, wird natiirlicli £1^ identisch mit d/dxj^, STnr anf solche 
Probleme bezog sich tinsere Gl. (5). Wir bleiben mit ihr in tJber- 
einstimmung, wenn wir sie umsclireiben in 

(6) {S Sll + 2AISI, -A)}u = 0. 

1 

Bisher sind wir nocb nicht iiber nnsere Ausgangs-Gleiobnng (1) 
binausgegangen, haben aber auch nocb nicbt unser Ziel, nambch 
die von dem Eelativitats-Prinzip geforderte Symmetrie in den vier 
Koordinaten erreicbt. Dazn miissen wir (6) abandern 

um Gbeder, die mit c —> oo verscbwinden, oder, wie wir ancb sagen 
konnen, um Gbeder, die klein gegen JSJq sind. Wir bemerken znnachst: 
Nacb der in § 5, Gl. (11) entbaltenen Zeit-Abbangigkeit von u ist 


(6a) 


d 27C _ aE ccEq 

dx^ Jhc 


Da ferner jedenfalls eg) ^Eq ist, vgl. (3), so wird auob 



und, vgl. (6 a) 




C6Eq 


d. b. 


wir konnen daber ancb setzen: 


2 A -j- A, 

Tragen wir dies in (6) ein, so entstebt 


Oder 

( 7 ) 


1 

{'^a%~A^]u = o. 
1 
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Die relativistische Symmetrie ist jetzt voUkommen erreicht; was 
wir zu der 'urspriinglichen Form der WeUengleichimg hinzugefiigt 
haben, sind dabei nur solche Korrektionen, die beim Grenziiber- 
gange oo verschwinden mxissen. 

Wir konnten die Symmetrie der GL (7) hypothetisch noch 
einen Schritt weiterfiihren, wenn wir A i schreiben und SIq 
als Differentiations-Symbol nach einer fiinften Koordinate Xq er- 
klaren wiirden. Dann entstiinde aus (7) die fiinfdimensionale Wellen- 
gleiohnng 

(7a) = 

0 

Fiir die Relativitats-Theorie ist eiue fiinfdimensionale Formulierung 
znerst von Kalnza^) vorgeschlagen, von Einstein^) und 0. Klein®) 
weitergefiihrt, 

Wir gehen zur vierdimensionalen Form (7) zuriick und iiber- 
zeugen uns leicht, daB sich die GroBe Slu wie ein Vierervektor 
verhalt. DaB dies bei dem zweiten Bestandteil von u, namlich 
[vgl. (5 a)] bei i 0 w zutrifft, ist klar, da 0 als Vierervektor definiert 
war und M.eine skalare GroBe ist. Aber auch der erste Bestandteil 

d u 
d X 

verhalt sich wie ein Vierervektor, und zwar ist dujdx ebenso wie 0 
ein zumKoordinatenvektor kontravarianter Vektor. tJbrigensbraucht 
man im Gebiete der speziellen Belativitats-Theorie nicht, wie in 
der allgemeinen Relativitat, zwdschen kovarianten und kontra- 
variahten Vektoren (zwischen Parallel- und Orthogonal-Projektion) 
zu unterscheiden. Da sich also u wie eia Vierervektor transformiert, 
wird HSllu invariant gleich sofern wir unter den mit 

irgendwelchen orthogonal transformierten Koordinaten x]^ und 
zugehorigen Potential-Komponenten gebildeten Operator ver- 
stehen. 


Wir fiihren die in (7) enthaltene Operations-Vorschrift aus, 
schreiben also: 


du 
/d 


I n du .dQt _g 


^) Th. Kaluza, Sitzmigsber. d. PreuB. Akad. 1921, S. 966. 
®) A. Einstein, ebenda 1927, S. 23 und 26. 

®) O. Klein, ZS. f. Phys. 87, 896, 1926. 
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Bei der Summation nach h fallt das mit dQkldxji. behaftete Glied 
wegen der Bedingung (3 b) fort, und es entsteht mit Riicksicht 
auf (4); 



Wir betrachten zwei Spezialfalle: 

a) Elektrostatisches Feld, also = <^3 = 0, 

04 = i n (7 — ^o) = ^ « J7, wo U von t nnabhangig nnd in 
gewoknlicher Weise normiert ist (Z7 = 0 im Unendlicben). Indem 
w, was Mer moglick ist, statt u einfxihren durch den Ansatz 


erhalten wir aus (8) nacb leichten Umrechnungen 
(9) + = 


b) Magnetfeld (910) neben einem beliebigen, even- 
tnell zeitabbangigen elektrisoben Felde. Die Spezialisierung 
gegeniiber (8) soil jetzt darin besteben, daB wir die Relativitats- 
korrektionen vernachlassigen woUen. 

Wir baben dann mir GL (1) zu vervoUstandigen durcb diejenigen 
Glieder von (8), welcbe 91 entbalten, d. b, durcb die Glieder 

(9i grad v) — ^ 

Hier werden wir das Glied mit 91'^ streicben, und zwar desbalb, 
weil aucb bei den starksten Magnetfeldern (Kapitza) die bier vor- 
gesebenen quadratiscben Effekte unmerklicb sind. Dagegen werden 
wir das erste Gbed beibebalten miissen, trotzdem es c im Neruiei 
bat, also scbeinbar fur c—oo verscbwindet^ wed ejc die elektro- 
magnetiscb gemessene Ladung ist, die jetzt naturgemaB an die 
Stelle des friiberen elektrostatiscb gemessenen e tritt. Wir baben 
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also dieses erste Glied in Gl. (1) hinzuziifugen und erhaJten mit 
Riicksiclit auf F = + Z7 

rtl ffpad m'» —■ 




1 -^“(^«+C0“ = o. 

Zu einer ranmlichen ^-Gleiclning konnen “wir hier nicht iibergehen; 
vielmehr ist es gerade kennzeichnend fiir die magnetische Wirkung, 
daB sie eine Verkniipfung von Haum- nnd Zeit-Abhangigkeit (man 
denke an die Larmor-Prazession) erzeugt. 

B. Die optische Analogie im relativistisehen Falle. 

Wir gehen auf den Anfang von § 1 zuriick. Hier war (3) die 
klassisohe Energie-Gleichung, (4) die entspreehende Hamiltonsche 
Gleichung. Wir sohreiben an deren SteUe die reJativistische Energie- 
gleichung tind die zugehorige Hamiltonsche DtKerentialgleichung 
an. Die Energiegleiohung lautet naoh Kap. 6, S. 410, Gl. (6), wenn 
wir statt der ebenen Polar-Koordinaten raumliche kartesische 
Koordinaten und statt der potentiellen Energie des Kepler-Problems 
?7 = — eBjr ein beliebiges XJ benutzen: 

(H) . + + + « = + = 

WO E Bq+W die Gesamtenergie bedeutet. Die zugehorige 
Hamiltonsche Gleichung ist nach Zusatz 12, Gl. (11) 

(12) =-^p- 

Die tTberlegungen des § 1, welche dort von (5) zu (7) fuhrten, bleiben 
nun ohne Anderung erhalten. Die rechte Seite von (12) kann also 
auch jetzt als „ Quadrat des Brechungsindex“ angesprochen werden. 
Aus Gl. (6) in § 1 wird daher mit Riicksicht auf die Bedeutung 
von Jcq, Gl. (10) in §1: 

( 13 ) + = 

Damit haben wir unsere G]. (9), die relativistische Wellengleichung 
fiir den Fall 31 = 0, wiedergefunden. In ahnlicher Weise batten 
wir auch die allgemeine Gl. (8^ aus der optischen Analogie ableiten 
konnen, wenn wir von der allgemeinen Form des Hamiltonschen 
Prinzips, GL (68) in Zusatz 7, ausgegangen waren, die das Vektor- 
potential 31 beriicksichtigt. 
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C. Der relativistische Viererstrom. 

Unter Viererstrom^) verstehen wir die vektorielle Zusammen- 
fassrmg von. spezifischem elektrischem Strom und spezifisoher 
elektriscker Ladung, namlicli 

(14) S = (^ajj ^2} 

Wir berechnen ibn, ahnlicb. vde in § 8 0, aus dem Greenscben 
Satz. Um die Zwanglanfigkeit des Verfahrens zu zeigen, empfiehlt 
es sich, zunachst einen beliebigen Imearen partiellen Differential- 
ausdruck zweiter Ordmxag nnd den dazu adjungierten zn be- 
trachten. 


Es seien A, B, ,, .F beHebige, aberhinreiohendoftdifferentiier- 
bare Funktionen von z. B. zwei nnabbangigen Variablen x nnd 2/* 
Der allgemeinste lineare Differentialans(&uck fiir die abbangige 
Variable u lautet: 


( 15 ) = + 




Wir multiplizieren ibn mit einer zweiten abbangigen Variablen v 
und formen das Prodnkt gbedweise nm, indem wir die Differentiationen 
naob u durcb solcbe nacb v ersetzen. Es wird z. B. 

^ d^u d / 


vB 


d^u 

dxdy 


Oder aucb 




du\ 

du 

dA V 

dx) 

d X 

dx 

du\ 


( dl 

dx) 

d X 

rT 

du\ 

d u dBv 

Ty) 

dy 

d X 

du\ 

d 

( dl 

dy) 

* dy 

V~d 

du\ 

d u 

dBv 

dx) 

* d X 

dy 


dy\ ox) dx\ ay) dxdy 


usw. 


Die von Lane emgefiibrte Beneminng „Vi©rerstrom“ fiir den 

vier-komponentigen elektrodynamiscben Vektor ist besser 

als die von uoir ursprunglich benntzte Benennnng ,,Viererdicbte“, Der 
eigentlicbe, dimensioneU korrekfce „Viererstrom“ aber entsteht darans 
dnrch Mnltiplikation mit c, ist also gegeben durcb zc(f). Dem 
entspricbt unsere obige Definition in GL (14). 
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Duroh Summation entsteht 

(16) vL(u) - v.M(v) = ^ = div-S 

^ OX dv 


mit den Abkurzungen 

d^(Av) 


(17) M{v ): 


dx^ 


^ dxdy + 


(18) 


dy 

^(Cv) d{pv) 
df 

d'l 


d{Ev) 


„ . du dAv , ^ 

Sg, = A V — u -3 - \- B 3 — V — u 

ox dx ' dy 


dx 
dB V 




a ndu dOv 
^ dy dy 


j.du 
B 3 — V 
d X 


dy 
dB V 
dx 


uDi\ 
+ uBv, 


M ist der zu L adjungierte Differential-Ausdruck. 1st M = L, 
so heifit der Ausdruck selbstadjungiert. Die Bedingungen dafiir 
lauten, wie man durch Ausrechnung von (17) erkennt: 

dA , dB ^ dB dC 


(19) 


^ + X- = A + ^ = 
dx dy d X dy 


d^A 


dx^ 


d^B d^C dP ^ dE 
dxdy dy^ dx ‘ dy 


^[vL{v) — uM(y)] d6 = 


Dieser Fall Hegt z. B. bei dem Potential-Ausdruck L{u) = A u 
vor, wo A = G = 1, B=D=^E=F==Q und S = v grad u 
— u grad V wird. 

Durch Integration von (16) Tiber era beliebiges Gebiet d der 
a; 2 /-Ebene mit der Berandung s entsteht die verallgemeinerte 
Form des Greenschen Satzes^): 

( 20 ) 

WO Sn die (nach auBen positiv gerechnete) Normal-Komponente 
des Vektors S gegen die Eandkurve s bedeutet. 

Vorstehendes soUte vor allem zeigen, wie eng und naturgemaB 
der Vektor S mit den Differential-Ausdriicken L und M zusammen- 
hangt. 

Wenden wir nun dasselbe Verfahren auf unseren vierdimen- 
sionalen FaU an, so ergibt sich zunachst nach (5 a) 

~ ^ ■*" 

also 

(21) vQ,^u = — nSl*v-\-j^^[uvy, 


^) Wegen der Verwendung dieses Satzes fiir die allgemeine Theorie 
der Randwertaufgaben (Eindeutigkeit der Losungen, Darstellung durch 
eine Greensche Funktion) vgl. Enzyld. d. math. Wiss. II, A, 7c, Art. 
Sommerf eld. 
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Mer bedeutet 


Sit 


dxk 




zu konjugiertei) Diffcsrentiations-Symbol. Indem man jn 
) eineiseits u durch Sl^u ersetzt, andeieiseits u mit v nnd Sit mit 
■Si vertauaoht, erhalt man; 


(21a) 


-iif V -j- (-y £ii^ u ), 

^ {uat v). 

0 Xi 

Aus (21a) folgfc dtffoh Subtraktion: 

C 21 b) & 


dx^ 

uSitv). 


snn^eren iiber h von 1 bis 4, fugen links das Glied A^uv 
ma posi ivem nnd negativem Vorzeioben binzu und multiplizieren 

^ en^Sbit sogleich. verfiigen werden. 

( 22 ) 5'{«2(ii|-i*)«_„2(-Gr-^®)*»} =I>iy^, 

= y {»a*M — uSlt'o] 

y|« 


(22 a) 


_ „( dv. 


dv ) 

3 - u 5 -f- 2iOiUv\ - 

dx^ dxk j 

Gl. (22) besagt, Der zu unserem Differentialaxiscliiiok (7) 

(22b) i(M) = S(ia|-A*)u 

adjnngierte Auadrack 


(22c) 


ist der zu L konjugierte Ausdrack 


if —A*)« = i*(v). 


v) 2 

Oeniigt u Gleicliung i= 0, so geniigty=: u* der ad- 
jungier en. Gleicbung Z* (u^) = 0. Gleichzeitig gilt dann die 

Kontinuitatsgleiohung 

f ^ du du* 

“5-' 

I dX!i 


(23) Div 5 = 0 mit jS. ^ 


U -5 - 1 - 2 i 

OXji 


) 


®o wahlen, daB die vierte Komponente 
die Zeit-AbhanS^^S®^"^ Eelafeivitats-Korrektioneu und fiir 


(23a) 


2ni 


Et 




^=ilie * u* t='ij)*e ^ 

ifc = 4iBf nnr ** ala „ , 

jPorm von , nioht der Zahlenwert konjngiert zu ^4. 


rgad ^jfcals reell angeseheii -werden. Fur 
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gemaJl (14) iibergeht in 

(24) = icQ = ice'll) 

Nun haben *wir wegen (23 a) 


(23b) 


.du du^ 4 7C 


andererseits wegen (3 a) 


E'iI)'iIj'^] 


(23c) 


Es ist aber U ^Eq und E ^ Eq. Infolgedessen wird (23 c) gegen 
(23 b) zu vernachlassigen sein. Ersetzen wir in (23 b), was in derselben 
Naherungerlaubt isfc, E durcb Eq= c^, so ergibt dieForderung(24), 
wenn man aus (23) und (23 b) einsetzt: 


y ^ 'll)* ^ 

also 

e iJb 
4z% 

Die endgiiltige Definition des Viererstroms lautet also: 



(25) 




e h { du^ ^ d% 

- --: % - 3 — 

4 :%OX]^ oxk 


2 





Die drei ersten Komponenten geben nunmehr direkt in den fruber 
definierten Strom 8, Gl. (8) in § 8, Tiber, wenn man das Gbed mit 
==: a2I/e vernacblassigt, welcbes wegen des Faktors a fiir c — >■ oo 
offenbar verscbwindefc. DaB die vierte Komponente fur c —> oo 
in 4 9 iibergebt, baben wir durcb die Wabl von y bewirkt. Wir 
konnen also sagen, daB unsere friiberen Definitionen von Strom 
und Dicbte durcb unsere relativistiscbe Verallgemeinerung gerecbt- 
fertigt werden, indem sie zur Einbeit des Viererstroms zusammen- 
gefaBt und mit der relativistiscben Wellengleicbung engstens ver- 
kntxpft werden. 


(26) 


D. Das Variations-Prinzip. 

Wir geben aus von den beiden Gin. (21a) und bilden daraus: 

“0 {S « = — {'^SlkUShtv -^-A^uv] +S^(»‘$2'i«)) 
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Wir schreiben hierfiir mit Riicksicht auf die Bezeichnungen 
in (22b, c): 

vL{u) ^ A = DivP, 

\uM{v)^ A^'Di-vQ. 

Hier ist 

(27) A = '^SlkuSltv A^uv 

eine bilineare Form der GroBen u, dujdx^ einerseits und der GroBen v, 
dvjdxk andererseits. P und Q sind Vierervektoren: 

(27a) P = v£lu^ Q = 

die mit dem Viereryektor S in (22 a) folgendermaBen zusammen- 
hangen: 

(27b) S=y{P^Q), 

Um die allgemeine Bedeutung dieser Zusammenhange zu er- 
kennen, empfiehlt es sick abermals, einen beliebigen linearen 
Differential-Ausdruck L, z. B. in zwei unabkangigen Variablen x, y, 
ins Auge zu fassen. Wir geken also von GL (15) aus und erkalten 
nack Multipkkation mit v durck einmakge (nickt wie oben durch 
zweimalige) Umformung im Siane der „partiellen Integration'': 

' vL[u) + ^ = div P, 

^ du/dAv dBv\ du/dBv dGv\ fdDv dEv „ \ 

(28) ^ ~ dx\dx d y/^ dy\dx ^ d x dy /’ 

P^=v(a^ + B~^Du\ P =v(b^ + G^ + EvS- 
\ dx dy r ^ \ dx dy ) 

Ebenso entsteht, wenn man von dem adjungierten Ausdruck M (v), 
GL (17), ausgekt (die Umformung durck „partielle Integration" 
vrird kier nur an den ersten drei Summanden ausgefukrt): 

'uM(y) -\- A = div Q, 

A ist auck kier ein bilinearer Ausdruck \iiu,v und deren Ableitungen, 
der den beiden Differential-Ausdriicken L und M gleickzeifcig zu- 
geordnet ist. Ist M ^ L, liegt also der EaU der Selbstadjunktion 
vor, so wird A in. u und v symmejrisck. Man kaim dann namlick 
wegen (19) schreiben: 

. . dudv /du dv dudv \ ^du dv 

dxdx^ \dxdy'dydx)^ Wydy 

- , ^ d'u^v . _ duv _ 
dx ' dy 
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Gleichzeitig wird, wie man ebenfalls nach (19) zeigfc,* Q {u, v) 
= P (v, u). 

Man integriere (28) und (28 a) fiber ein geschlossenes Gebiet ^ 
in der ictZ-Ebene mit der Berandung s nnd der aufieren Normalen n. 
Nach dem GanBschen Satz hat man: 


^^vL(u)d6 

\\uM(v)d0-ir]Ad(S = \Qnd8. 

Dieses Gleiohnngspaar stellt eine zweite Eorm des verallge- 
meinerten Greenschen Satzes dar und bildet das Gegenstuck 
zu der ersten, in (20) enthaltenen Form. Weim L selbstadjungiert 
ist, reduziert sich das Gleichungspaar auf eine Aussage, z. B. im 
Falle der Potentialgleichung A=G=1 , P=D=J^ = P= 0 
auf die wohlbekannte Gleichung 


" .,7 , {fdudv dud v\. [ du . 

)+J (ji 5^+Ji) ■*» = J ” as 


bzw. die durch Vertauschung von u und v daraus entstehende 
Gleichung. 

Wir bilden nun die Variation etwa der ersten unserer beiden 
Gin. (30), wobei wir u und v im Innern des Integrations-Gebietes 
um beliel)ige (stetige, hinreichend kleine) Betrage Su, 8v abandern, 
am Rande aber u und v nebst ihren ersten Ableitungen fest- 
halten wollen. Wir erhalten: 


(31) 8^Ad6 = — ^8vL{u)d6 — J^;L(5^6)d0. 

Das zweite Integral rechts for men wir nach Gl. (20) um. Ersetzen 
wir in (20) u durch 8u, und beriicksichtigen wir, daB 8 auf demRande 
nach seiner Definition in Gl. (18) wegen 5% = 0 verschwindet, so 
folgt aus (20): - . 

^vL{8u)d6 =\8uM{y)d6. 

Einsetzen in (31) liefert 

(32) 8 ^ Ad(D = — ^8vL(u)d0 — ^8uM(v)d0, 

Auf dasselbe Resultat fuhrt die Variation der zweiten Gl, (30). 
Aus (32) folgt: Die Variations-Forderung 

(33) = 0 

zieht wegen der WiUklir von 8u und im ganzen Innern des 
Integrations-Gebietes die Erfiillung der beiden Differential- 
gleichungen nach sich: 

(33a) L(?^)=0, M{v) = 0. 

Der Sachverhalt ist ahnlich wie in der klassischen Mechanik, wo 
das Hamiltonsche Variations-Prinzip 

d^Adt = 0, A = Lagrangesche Funktion = 

den mechanischen Differentialgleiohungen aquivalent ist. 

Sommerield, Atomlsau und. SpektraUinien. Brg.-Bd. Q 
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Die tJbertragung dieses Variations-Prinzips anf die Wellen- 
mechamk ist jetzt unmittelbar gegebeu. Man integriert die Gin. (26 a) 
liber ein vierdimensionales Gebiet dt mit dem dreidimensionalen 
Oberflachenelement diS und erhalt als ,,zweite Perm des Green- 
scben Satzes“ 

^['oL(v)d%-^^Adx 

^Adz = J Q^d0, 

Die „erste Form des Greensoben Satzes*', die sich durch Inte¬ 
gration von (22) ergibt (der Paktor y kann dabei gleicb 1 gesetzt 
werden), wiirde lauten: 

(34a) ^vL(u)dx — ^uM(y)dx = 

Sodann variiert man die erste (oder zweite) der Gin. (34), indem man 
u um 6 w, V nm 8 v andert, aber anf der Begrenzimg des Integrations- 
gebietes Uj v nebst den ersten Ableitungen festhalt. Dadurch erbalt 
man 

(34b) 8jAdz=: — jdvL(u)dz — jvL(du)dz. 

Nach Gl. (34 a) ist aber, wenn man u durch 8u ersetzt, wobei die 
reohte Seite verschwindet, 

^vL(jSu)dz = j8uM(v)dz. 

Soroit folgt ans (34b) 

(35) 8jAdt = — j8vL(u)dz — jSuM(v)dt. 


HierinistdasfolgendeVariations-Prinzip der Wellenmechanik 
enthalten. Die Porderung 

(36) 8jAdz = 0, 

istwegen der Willkiirlichkeit von Su, 8 v mit den beiden Differential- 
glelckm^ i(„) = 0, M(v) = L> (»♦) = 0 

aquivalent. A heifit bei Scbrodinger^) jjLagrangescliePunktion 
der WelLenmechanik:“. 


Wie Gordon (vgl. das Zitat am SchluB dieses §) zuerst bervor- 
geboben bat, lassen sicb die Elomponenten des Viererstroms aus A 
durcb Differentiation nach O erhalten. Es gilt nambcb nacb (22 a) 
und (27) 


Ann. d. Phys. 83, 265 (1927). 
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Der Vorteil des Variations-Prinzips bestekt, -wie in der gewohn- 
lichen Mechanikj in seiner Unabhangigkeit von der speziellen Wahl 
der Koordinaten. Deshalb wird es nns in § 11 nlitzlich sein bei der 
Transformation der Wellengleichung in beliebige kriimmlinige 
Koordinaten. Das Variations-Prinzip hat anch seine praktisch- 
numerische Bedeutung; vgl. den SchluB dieses Abschnittes. 

Schro dinger hat an die Spitze seiner ersten Note das 
speziellere Variations-Prinzip gestellt: 

(38) = ^ = 


hier dentet dx die Integration iiber den unendlichen dr ei dimen- 
sionalen Ranm an. Man tiberzeugt sich leicht, daB diese Form des 
Variations-Prinzips aus (36) hervorgehb, wenn man die Relativitats- 
Korrektionen vernachlassigt nnd zum einfachsten Falle: 91 = 0, 
und daher [vgl. (3 b)] V nnabhangig von t, hbergeht. 

SchlieBlich kann man mit Schrodinger^) dem Variations- 
Prinzip (38) noch die folgende befriedigendere Form geben: 


(38a) 8\Hdr = 0,H = 



mit der Normierungsbedingung 
(38b) 

Die Bezeichnung H soil an die ,,Hamiltonsche Funktion^ der 
gewohnlichen Mechanilv erinnern, d. h. an die Snmme von kinetischer 
nnd potentieUer Energie, erstere als Fnnktion der Impnlse p ge- 
dacht: 


Unsere in (38 a) definierte GroBe H entsteht hieraus, wenn man 
ghedweise mit mnltipliziert nnd p als Operator anffaBt, namlich 
ersetzt (vgl, anch Kap. II, § 9) 

Indem man einen Lagrangeschen Mnltiplikator einfhhrt, der hier 
— E heiBen moge, kann man (38 a, b) zusammenfassen in 

(38o) dJ(JE? —= 0, 

Aim. d. Phys. 79, 734 (1926); vgl. insbesondere S. 748. 

9* 
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was mit (38) bis auf einen belanglosen konstanten Faktor identisch ist. 
Die Form (38 a) des Variations-Prinzips ist befriedigender als (38), 
weil darin die Energie E nicht vorkommt, sondern durch den 
Variations-ProzeB selbst als Multiplikator bestimmt wird. 

Ansgehend von (38a, b) bat G. Kellner^) nach einem Ver- 
fahren von Eitz den Grundterm von He und lA^ numeriscb be- 
recbnet. Mit gesteigerter Genauigkeit bat sodann E. Hylleraas^) 
den Grundterm des Heliums nacb demselben Verfabren erbalten; 
sein Resultat unterscbeidet sicb von dem Beobacbtungswerte nur 
um wenige PromiUe, als Zeicben dafiir, daB die wellenmecbaniscben 
Metboden aucb den Mebr-Elektronen-Problemen gewacbsen sind. 
WoUte man dasselbe Problem, statt auf numeriscbem Wege vom 
Variations-Prinzip aus, auf analytiscbem Wege (durcb Storungs- 
recbnung) von der Differentialgleicbung aus bebandeln, so wiirde 
man sicb mit einer viel geringeren Genauigkeit begniigen miissen®). 
Wir kommen hierauf in Kap. 11, § 8 zuriick. 


E. Das relativistiscbe Kepler-Problem. 

Da bier die potentiebe Energie von t unabbangig ist, konnen 
wir die Wellengleicbung in der einfacben Form (9) mit 

r 

zugrunde legen. Die Integration verlauft zunacbst genau wie in § 7. 

Mit dem Ansatz ^ v 

t/; = RPf {cob 

ergibt sicb fiir E die friibere Differentialgleicbung 

, d^E 2 dE / B G\ 

(39) ^ + -^ + (4 + 2- + ^)i? = 0, 

aber mit gegen § 7 abgeanderter Bedeutung der Konstanten A, B, C, 
Ibre jetzige Bedeutung folgt aus der Definitionsgleicbung [vgl. (9)] 

aus der man scbbeBt: 

= = 0=-lQ + 1) + 


^) Zeitsehr. f. Phys. 44, 91 imd 110 (1927). 

3) Ebenda 48, 469 (1928). 

3) Vgl. jedocb J. C. Slater, Proc. Hat. Acad. 13, 423 (1927). 
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Dies Bind im wesentlichen dieselben Werte wie in der alteren Theorie, 
Znsatz 13, Gl. (3) von S. 829. Man erkennt dies sofort, wenn man 
in (40) setzt 

(40a) E = ^0 = 

dann wird namlicli 


(40b) 




4 jc® 

"F" 




1 + 


W 






/l(l+ 1)F 
\ 4jr" 


W\ 

' cV* 


Der Unterschied gegen die genannten alteren Gleiclmngen besteht also 
nur in dem unwesentlicben Hinzntreten des gemeinsamen Eaktors 
4: IJb^ und in dem wesentMcheren Ersatz des friiheren Jc^ durch 
I (Z + 1). NaturUch gehen unsere jetzigen Ausdriicke (40b) fiir 
c —> oo iiber in die Werte (3 a) aus § 7 (bis auf die Bezeichnung m 
statt tUq und E statt Tf, welch letztere der dortigen Normierung von 
E und F entsprach). 

Zur Integration von (39) fiihrt man jetzt wie in § 7, Gl. (4), 
(4 a) und (6) ein: 

(41) 9 = 21 R = e-sl^v 

^0 ^0 


und erhalt fiir v die Differentialgleiohung 



Sie unterscheidet sich von Gl. (7) in § 7 nur darin, dafi statt 
— Z (Z + 1) davon um ein relativistisohes Korrektionsglied ver- 
Bchiedene GroBe O getreten ist. Nach (40) ist namlioh 

G = —IQ+1) + 

wo a die Feinstruktur-Konstante bedeutet. Zur Ldsung von (42) 
macht man wie friiher in § 7, 61. (7 a) den Ansatz 

(4a) v=Qy'^ayQ\ 

Hier ist y gegeben durcb die charakteristische Gleichung [vgl. (7 b) 
in §7] 

y(y + l)= — G = l(l + 1) — 

Daraus folgt 

(y + |)* = (Z + |y-«»2*, 

y=:y(? + i)«-«^Z»-l. 


(44) 
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Der entscheidende Schritt ist nun die Aufstellung der Rekursions- 
formel fiir die Koeffizienten in Ansatz (43). Ganz ahnlicli wie 
in § 7, Gl. (8) wird der Faktor von a^, in der Rekursionsformel 

Setzt man ikn gleich. Null fur i; = so wird die Summe in (43) 
ein Polynom vom Grade n,.. Daduxch erhalt man mit Rucksicht 
auf (44) _ 

Nach (40) ist aber 

(«a) = 

Setzt man voriibergebend 

(45b) <3=;^, 

V —A 

so hat man nach (45 a) 

E^ “ ~ ^ * 

Erhebt man die letzte Gleichung in die (— •|)te Potenz und setzt 
den Wert von p ein, so folgt [vgl. auch (40a)]: 


(46) I =1 


+ 


W 

m„c* 


= 1 


1 + 


a® 22 






Man erkennt die allgemeine Bauart der Feinstruktur-Formel wieder, 
wie sie fniher Kap. 6, S. 417 oder Zusatz 13, S. 829 abgeleitet war. 
Aber es bestehen auch merkJiche Unterschiede: Statt des friiheren 
= (Z -|- 1)2 ]Qt7,t {I + 1)2 unter dem Wurzelzeichen; und 

gewissermafien als Kompensation dafiir ist | auBerhalb des Wurzel- 
zeiehens hinzugetreten. Diese Kompensation bewirkt, daB die 
Balmerterme richtig, d. h. so wie in § 7 ohne Relativitats- 
Korrektion herauskommen; es wixd ja fur = 0 nach (46) in erster 
NSh<.u.g „ _ 1 Jiiz. 

2 n® 
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Aber die Feinstruktur wird duroli (46) falsch dargestellt. Denn 
wir haben in zweiter Nabernng nacb (45), (45*b) und (46): 


( 47 ) 


/J 

W 


1 

2 i+r 


BhZ^ 


1 + 




\ 

n(i + w‘ 


u^Z^ / n 3 \) 

1?~ VTTi “ iJ] ' 


Berechnen wir den Prequenz-UnterBoMed — AWjh der Pein- 
struktur-Komponenten fiir Z = 0,1, ... w — 1 bei festgehaltenem n, 
so erhalten wir 


fiir TO = 2 


Ra^Z* ( 4\ 



fiir TO = 3 


fiir TO = 4 


3* 


( 6 - 2 ) 


= 


Rc?Z^ 

fo 

34 1 

[2-5) = 

Ra^Z\ 

(0 8 \ 


('- 3 ) = 



16 


R(i?Z^ /8 8 \ 

4* \3 5/ ■“ 


8 . 


Ra^Z*/8 8\ 8 ^ 

4 * \5 7 /~ 36 ^*'®' 


Die Av, A Av^, ... reobter Hand bedeuten diejenigen Wellen- 
zahl-Differenzen, die wir Kap. 6, S. 424 und 425 nacb der alten 
Formel berecbnet baben; insbesondere ist A v fiir 2 = 1 das wobl- 
bekannte Wassersfcoff-Dublett Av-^,, Gl. (1) von S. 427. Die 
Faktoren vor den Avy Av-^, . , . geben also an, um wieviel die neue 
Formel von der alten abweicbt. Da die alte Formel von der Erfabrung 
in voUem Umfange bestatigt ist, erweist sicb die neue Formel als 
merklich falscb. 

Es gibt nocb einen anderen Einwand^), der gegen unsere 
Eecbnung angeflihrt werden konnte; der /S-Zustand (I = 0) zeigt 
eine Singularitat, derentwegen wir ibn als nicbt existenzfabig 
erldaren muBten. Nacb 61. (44) wird namlicb fiir ^ = 0: 




1) Wir werden allerdings in Kap. II, § 10 sehen, daB dieser Eiti- 
wand durcb eiiie weiter© Fassimg der „ilandbedingimgen“ entkraftet 
werden kann. 
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daher wd nacli (43) i; fiir p = 0 gleich o© (sehr sohwach unendlich 


wegen des Exponenten o? 
Alle Zusttode mit Z = 0 



Xeisstraktnr der WasserstoS'Terme. Xur die 
Spalten II nnd DJ Bind izmeilialb jedea Terms 
zneinander maJSatabgerecht gezeiclmet, die Ab- 
stSjade in Spalte I und die xelativen MaiSst&be 
der verscbiedeuen Terme sind dagegen Trill- 
kfLrlicli gewSblt. Die nene zelativistiBche f'ormel 
iat, da sie den nXlektronen-Spin*^ nlcht berfick- 
sichtigt, ialscb. Die ricbtige xelativistlache 
Formel in Xap. H, § 10} Trird die ITiveans der 
Spalte n beatktigen. 


5 .10”®, aber immerhin unendlich!). 
waren also nach tinserer Definition der 
Eigenfunktionen strenggenom- 
men verboten. 

Es ist nicht uberfliissig, 
die bier gefundenen Energie- 
niveaus mit den richtigen 
graphisob zu vergleioben. Wir 
setzen Z = 1 nnd denten links 
in Mg. 10 die Lage der unanf- 
gespaltenen Balmer - Terme 
V = an (obne Riicksicbt 

auf ibre absolute GroJBe). 
Daneben zeicbnen wir die 
ricbtige Eeinstruktur nacb 
Kap. 6, S. 420, Gl. (6). Wir 
baben einerseits die ,,E.ela- 
tivitats-Korrektion fur Kreis- 
babnen'' n, w-elcbe den 
betreffendenTerm (nacb S.421) 
um 

1 
4 

nach unten verscbiebt nnd 
andererseits die ,,Anfspaltun“ 
gen“ Av, Avi nnd Av^, . • • 
fiir 91 = 2, 3, . . . nnd hdn, 
Recbts in der Mgur ist gezeigt, 
wie sicb die Lage dieser 
Niveaus nach der neuen 
Formel (47) verscbieben wiirde. 
Der Elektronen - Drall 
(oder, wie wir anch sagen 
konnen, der Elektronen- 
Magnetismns) mnJB diese 
machen nnd die in der Mitte 
wiederherstellen. Durch 


Verschiebung rhckgangig 
der Figur gezeichneten Lagen 
die Pfede baben wir angedeutet, wie diese WiederbersteUnng vor 
sicb gebt: Jedes Niveau mit Z > 0 spaltet in zwei Teile anf und riickt 
teils nacb oben, teds nach unten; nnr die Niveaus mit Z = 0 riioken 
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lediglich herauf. Dadurcli kommt es, dafi alle Niveaus, mit Ausnahme 
des in jedem Feinstruktur-Komplex obersten, doppelt zu zahlen 
sind nnd zu zwei benacbbarten Z-Werten geboren. Wir kommen 
so zu einer Bezifferung der Niveaus, w.elche der im vorigen § be- 
tonten Alkali-Natur des Wasserstoff-Spektrums entspricht und welohe 
durob die dort bereits eingefiibrte Quantenzabl j prazisiert wird. 

Das Nabere erlautern wir durcb Fig. 11, die der Wasser- 
stoff-Linie entspricbt. Die in WirkUohkeit zusammenfallenden 
Niveaus sind in der Figur etwas getrennt gezeicbnet. Links stebt 
die Bezifferung nach der alten Tbeorie 
durcb die Quantenzabl h, recbts die 
neue Bezifferung durcb die Zablen Z 
und j = Z ± i, wobei (vgl. S. 110) 

± I gerade die Mitwirkung des 
ElektronendrallserkennenlaJBt. Ferner 
sind die Term-Bezeicbnungen s, p, d 
beigesetzt, wie sie bei den AJkali- 
Spektren iibbcb sind, mit davor ge- 
scbriebener Hauptquantenzahl n und 
mit einem Index, der eigentbcb j, also 
halbzabbg sein soUte, der aber bier 
ganzzabbg gleicb j \ gedruckt ist. 

Der Unterscbied zwiscben der 
alten und neuen Bezifferung kommt 
in der Zabl der erlaubten Kom- 
binationen zum Ausdruck. Nacb 
der alten Bezifferung sind es drei (vgl. 

Kap. 6, S. 432, und zwar nicbt nur 
flir sondern fiir alle Balmer-Linien). Nacb der neuen Be¬ 
zifferung haben wir im ganzen sieben mogHcbe Ubergange, drei 
vom Charakter (pd), je zwei vom Cbarakter (ps) oder (5^). 
Diese sieben tJbergange sind bei den Alkali- und Rontgen-Termen 
wirkbchvorbandenundverscbieden; dieBenennung der entstebenden 
Rrontgenlinien (L-Serie) ist in der Mitte der Figur angedeutet, und zwar 
in der erweiterten Moseleyschen Bezeicbnung, wie wir sie friiber 
gebraucbt baben, und darunter in der Siegbabnscben Bezeicbnung 
(vgl. Kap. 4, S. 264). Beim Wasserstoff werden aber von diesen 
sieben tJbergangen zwei Paare identisch, wegen gleicber Anfangs- und 
Endniveaus, sie sind in der Figur am unteren Rande zusammen- 
geklammert worden. Es bleiben also fiinf Feinstruktur- 
Komponenten, bei nnd ebenso bei alien ubrigen Balmer- 
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linien. Die zwei gegenuber der alten Theorie hinzugekomiiienen 
Komponenten sind in der Eigur dixrch Pfeile am unteren Rande 
der Figur hervorgehoben. Obschon schwach, sind sie von 
G, Hansen^), und zwar pLne Kenntnis der neuen Theorie, aus 
seinen photometrischen Aufnahmen tatsachlich herausanalysiert 
worden. 

Ahnliches gilt von den anderen Wasserstoff-Serien. Die 
Lyman-Serie, die fruher ans ,,strong einfachen Limen‘‘ bestehen 
sollte, vgl. 6. Kap., S. 434, ist naoh der neuen Auffassung eine 
Dublett-Serie wie die Hauptserie der Alkalien. Die Pasohen-Serie 
und die ihr bei He"^ entsprechende Powler-Serie mit der beriihmten 
Linie A = 4686 soUten fruher je aus fiinf Komponenten bestehen 
(vgl. S. 437); die Alkali-Auffassung liefert zunachst 13 Kom¬ 
ponenten [namlich 3 + 3 + 3-f*2 + 2 tJbergange vom Charakter 
(d/), (pd), (dp), (sp) und (ps)], von denen aber funf Paare zusammen- 
fallen, so dafi acht versohiedene Kombinationen librigbleiben, 
also drei mehr als nach der alten Theorie. Die Paschensohen 
Aufnahmen, Pig. 89 bis 92 in Kap. 6, geben, wie zuerst Goudsmit 
und Uhlenbeck bemerkt haben, von diesen drei Komponenten 
zum Teil direkte Kunde. Dagegen muilte ihr Auftreten fruher 
auf einen beginnenden Stark-Effekt zuruokgefiihrt werden, was 
unbefriedigend war. 

DaB die Balmerlinien in den Aufnahmen von Porsterling 
und Hansen den Paschen-Back-Effekt zeigen, wurde schon 
S. 112 als durchschlagendes Argument fiir die neue alkah-artige 
Auffassung des Wasserstoff-Spektrums angefiihxt. 

P. Historisohes und Kritisches. 

Die relativistisehe VeraJlgemeinerung der Wellengleichung 
wurde von Schr6dinger am Ende seiner vierten Mitteilung an- 
gegeben und fast gleichzeitig von verschiedenen anderen Autoren 
gefunden. Wir nennen 

0. Klein, Zeitschr. f. Phys. 37, 895 (1926). 

V. Foek, ebenda 38, 242 (1926); 39, 226 (1926). 

J. Kudar, Ann. d. Phys. 81, 632 (1926). 

W. Gordon, Zeitschr. f. Phys. 40, 117 (1926). 

Th. de Donder und H. van den Dungen, C. R., Juli 1926. 
^ Das relativistisch verallgemeinerte Variationsprinzip ist in 
den zitierten Arbeiten von Gordon und Pock entwickelt. Der 


1) Ann. d. Phys. 78, 558 (1925). 
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relativistische Viererstrom wird auBer bei Gordon, 1. c,, von 
Scbrodinger, Ann. d. Pbys. 82, 265 (1927), definiert. 

Auch die neue Auffassung des Wasserstoff-Spektrums wurde 
von mehreren Seiten vorgeschlagen: 

S. Goudsmit und G. B. XJhlenbeck, Physica 6, 266 (1926). 

J. C. Slater, Proo. Nat. Acad. 11, 732 (1925). 

A. Sommerfeld und A. Unsold, Zeitscbr. f. Phys. 36, 269 
(1926); 38, 237 (1926). 

SchHefilich aber miissen wir betonen, daB nach neuesten Arbeiten 
von Dirac, Proc. Boy. Soc., Februar und Marz 1928, das Problem 
der relativistiscben Verallgemeinerung dor Wellengleiohung ein ganz 
neues Gesicht bekommen hat. Dirac zeigt, daB dieses Problem 
engstens mit der ELreiselnatur des Elektrons zusammenhangt und 
daB der Elektronen-Drall oder der Elektronen-Magnetismus eine 
notwendige analytische Folge der riohtig formuHerten rdativistischen 
Wellengleiohung sei. Wir gehen hierauf im nachsten Kapitel ein 
und werden dort zeigen, in welchen Punkten die in diesem § ent- 
wickelte Theorie zu andern ist, um sie den neuen Erkenntnissen 
Diracs anzugleichen. 

Durch diese Diracsche Entdeckung findet die alte Streitfrage 
nach der Bedeutung der relativistischen Feiastruktur-Formel eine 
auBerst befriedigende Losung. Urspriinghch aus der Belativitats- 
Theorie abgeleitet, wurde die Feinstruktur-Formel verschiedenthch 
als magnetisohen Ursprungs erklart. Millikan und Bowen^) 
glaubten aus dem groBen von ihnen gewonnenen Material der 
„stripped atoms'* sohlieBen zu miissen, daB nur bei Wasserstoff 
(und He*** usw.) die Aufspaltung der Niveaus relativistisch, bei den 
iibrigen Atomen und den Bontgen-Spektren dagegen magnetisch 
bedingt sei, wobei dann die Gleichheit der beidemal giiltigen 
Formeln eine Art ZufaH gewesen ware. Durch Dirac wissen wir 
jetzt, daB diese Gleichheit in der Natur des Elektronen-Magnetismus 
begriindet ist. Dieser ist selbst relativistischen Ursprungs. Statt 
eines unverstandhchen Zufalls zeigb sich hier also eine tiefliegende 
Identitat, die schlieBlich zur Losung des Elektronen-Problems 
selbst fiihren muB, namlich zur Losung der Fragen: Weshalb tritt 
die negative und positive Elektrizitat in Elementarquanten auf, 
weshalb ist ihre Masse ungleich, welches ist ihre Struktur, wie 
halten sie zusammen? 


1) Phil. Mag. 49, 923 (1926). 



140 


Kap. I. Einfuhrung in die Wellenmechanik. 


§ 10 . 

Der Zeeman-Effekt. 

Der normale Zeeman-Effekt, wie er znerst von H. A. Lorentz 
tlieoretisch begriindet isfc, tritt nach unserer bentigen Auffassung 
nur bei vdrklichen Singulett-Linien aizf. Das sind tJbergange 
zwischen zwei Znstanden, in deren jedem der resultierende Elektronen- 
drall s (vgl, S. 102) zu Null kompensiert ist. Beispiel: Par helium 
mit zwei Elektronen von entgegengesetzt gerichtetem DraU. Die 
Wasserstoff-Linien, bei denen wir friiher normalen Zeeman-Effekt 
vermuteten, gehoren nicht zu ihnen und zeigen in Wirkliohkeit den 
anomalen Zeeman-Effekt der Alkalien (vgl. den vorigen § unter E). 
TJnsere bisherige Eundierung der Wellenmechanik reicht aus, um 
den normalen Zeeman-Effekt glatt nnd vollstandig zu behandeln. 
Pur den anomalen Zeeman-Effekt bedarf sie der Erganzung 
durch das Kreiselelektron. 

Die wellenmechanische Behandlung des normalen Zeeman- 
Effektes griindet sich auf GL (10) in §9. Diese Gleiohung 
vernachlassigt die relativistischen Korrektionen, die fiir den Zeeman- 
Effekt nicht interessieren, bringt aber den EinfluB des Magnet- 
feldes durch das GHed (31 grad u) zum Ausdruck. Bei einem homo- 
genen Magnetfelde H parallel der g-Achse setzen wir wie in Zusatz 7, 
S. 802 

( 1 ) = = 21 , = 0 . 

Dann wird namlich nach der Pormel § = rot SI: 

— 0, = H, 

Mit (1) berechnen wir 

( 2 ) = 


Die rechts in der Klammer stehende GroBe ist aber bei Einfuhrung 
von Polar-Koordinaten r, O' 9 gleioh dujdq), wie man leicht nach- 
rechnet. Also gilt auch: 

. H du 

und Gl. (10) in § 9 geht iiber in: 


( 3 ) 


+ 


Atjti [eH du 
h \2c dtp ^ dt] 


~~iir 


(^0 U)u = 0, 
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Dabei haben wir fiir um einer Verwechslung mit der magnetiscben 
Quantenzahl m vorzubeugen, geschrieben. Zur Integration 
setzen mr 

2 7ciE' ^ 

(4) u = ^ ^ 'll) = RPf' (cos -O*) 

Die exponentielle Form der Abbangigkeit von g) ist bier notwendig 
iind nicht, Tvie beim Kepler-Problem ohne Magnetfeld, ntir dnrch 
BequemJiohkeits-Rucksichten diktiert. Derm w konnten Gl. (3) 
wegen des Gliedes mit du/dq) uberbaupt nicbt durcb Separation 

losen, wenn wir m w statt schreiben wiirden. Diese Be- 

merknng ist wesentbcb fiir die Betracbtungen in § 8, S. 109, 
welcbe unsere Berecbnung des magnetiscben Moments M reoht- 
fertigten. Wir baben bier zum ersten Male einen Fall vor uns, wo 
die komplexe Form von Tp durcb die Natur des Problems bedingt ist. 

Setzen vir (4) in (3) ein, so entstebt als Differentialgleicbung 
fiir Tp: 

heH „ 

(5) + — 

Diese Gleicbung wird mit 61. (1) in § 7 identiscb, wenn wir macben 


< 6 ) 


• -- m — = 

4:7C^C 


Infolgedessen iibertragen sicb alle Ergebnisse des § 7 iiber die Eigen- 
werte E und die Eigenfunktionen Die Zustande mit und 
obne Magnetfeld unterscbeiden sicb nur durcb den Wert 
der Energie, nicbt durcb die Form der Eigenfunktionen. 
Dies ist das wellenmecbaniscbe Analogon des Larmo rscben Satzes. 
Fiihren wir nocb die Larmor-Prazession ein [Kap. 5, S. 389, 
Gl.(2)]: 

SO lautet 61. (6) 

(7) I!' = E, + E + ^mzm. 

Fiibren wir ferner die Kreisfrequenz cd der durcb (4) dargestellten 
Scbwingung ein, indem wir setzen: 


2 7ei 











142 


Kap. I. Einfiihrung in die Wellenmechanik. 


2 % , 


so ergiM sich nach (7) 

(8) £0 =i?) 

und die Exponentialfimktionen in (4) fassen sich znsammen zu 

^ 0 ^ Qiimt-]- m(p)^ 

Der Zustand laBt sich hiernach beschreiben als eine zirkulare 
Schwingung, welche um die Richtung der magnetischen 
Kraftlinieii umlauft. Die Sohwingungsphase ist (x>t + m(p, 
die Phasengeschwindigkeit also,, bei entsprechender Definition wie 
in §5, Gl.(4): 

_ dq) 0 ) 

dt m 


( 10 ) 


Da I ^ I ^0 mehr coi m ist, ergibt sich atis (8) 

CJ ~ ^ = ^ 4 ^ c* ~ 9 • 10®®seo-i 

h ^ h 

und daher aus (10) 

— .9* 1020seo“i- 
m 

Der Zustand lauft also mit ungeheurer Gesohwindigkeit uni; die 
Umlaufsdauer ist noch wesentHch kiirzer als die Schwingungsdauer 
barter Edntgenstrahlen. Mit der klassischen Larmor-Prazession 
scheint dieser Urolauf nichts zu tun zu haben. 

Epstein^) hat daraus den SchluB gezogen, daB die hier wieder- 
gegebene einfachste und nachstliegende Behandlung des Zeeman- 
Effektes inkorrekt sei und durch eine eingehendere Betraohtung 
ersetzt werden miisse, bei der nach dem Vorgange von H. A. Lorentz 
das magnetisch beeinfluBte Atom mit dem das Magnetfeld erzeugen- 
den Strom zu einem Gesamt-System vereinigt vdrd. Zweifellos 
ist die Epsteinsche Methods lehrreioh und physikalisch wohl 
begriindet. DaB aber auch unsere direktere Methode berechtigt 
ist, zeigt die folgende tJberlegung^): 

Vergleicht man unseren Ansatz (9) fur die fortschreitende 
zirkulare Welle nodt dem Ansatz (2) in § 5 fiir die fortschreitende 
lineare Welle, so erkennt man, daB m die Stelle der friiheren Wellen- 
zahl h vertritt. In der Tat bedeutet ja m die Anzahl der Wellen, 
die auf den Winkel 2 7t kommen, so wie h die Anzahl Wellen bedeutet, 


Nat. Acad. Washington 12, 634, November 1926. 

2) Ich verdanke sie einem Seminarvortrag von Herrn E. U. C o n d o n 
aus dem Jahre 1927. 
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die auf die Lange 2 % entf alien. Will man also zur Phasengesoliwindig- 
keit a die zngehorige Gruppengeschwindigkeit b berechnen, so hat 
man nach (7) in § 5 zu bilden 

, day 
dm 

Der rechts stehende Differentialquotient ist aus Gl. (8) zu ent- 
nehmen, welche sozusagen das Dispersionsgesetz fiir unsere zirkulare 
Welle angibt, d. h. die Abhangigkeit der Frequem; von der „Wellen- 
zalil^ m. Diese ergibt, da und E von m unabhangig sind: 

'11 ^ A 

^ 

Wahrend also die Phasengeschwindigkeit ungeheuer 
3chnell ist, wird die Gruppengeschwindigkeit gleich 
ier wohlbekannten langsamen Winkelgeschwindigkeit 
ier Larmor-Prazession. 

Lurch diesen einleuchtenden Zusammenhang mit der Larmor- 
Ehrazession wird nicht nur der uberraschend hohe Wert der Phasen- 
^eschwindigkeit motiviert, sondern auch die vorangehende Methode 
aachtraglich gerechtfertigt. Die VerhMtnisse liegen hier ganz analog 
iu den uns bekannten Verhaltnissen bei den de Broglie-Wellen: 
Die Wellenphase pflanzte sich, vgl. § 5, mit tJberlichtgeschwindigkeit 
[c^lv) fort, die Wellengruppe aber mit der Geschwindigkeit v der 
Materie. Es liegt nahe, auch im jetzigen Falle aus der Gruppen- 
yeschwindigkeit auf die Bewegung der Materie zu schlieBen, also 
inzunehmen, daB die Larmor-Prazession auch jetzt wie in der 
dassischen Mechanik als Elektronen-Umlauf zu deuten sei. 

Hierbei muB aber noch auf einen soheinbaren Widerspruch 
lingewiesen werden: Wir haben in Gl. (11) nach der Quantenzahl m 
lifferentiiert, wie wenn es sich um eine kontinuierlich veranderliche 
GroBe handelte, wahrend doch m durch die Eindeutigkeits-Forderung 
■iir i) ganzzahhg festgelegt ist. Zur Auflosung dieses Widerspruchs 
niissen wir auf die allgemeinen Erorterungen im Anfange des § 8 
suriickgreifen. Wir sagten dort: Wenn die Energie als Eigenwert 
jcharf bestimmt ist, wird die Zeit-Koordinate des Elektrons un- 
Destimmt und die Bahn-Vorstellung verwaschen. WoEen wir Jetzt 
imgekehrt etwas iiber den Umlauf des Elektrons erfahren, so miissen 
wir die scharfe Bestimmung der Energie aufheben. Nach Gl. (7) 
mmmt m in der Energie E' vor; indem wir m kontinuierlich variieren, 
vird auch E' kontinuierlich vertodert. Dies ist notwendig, damit 
vir iiberhaupt von einer Gruppengeschwindigkeit als Umlaufs- 
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gesciLwindigkeit des Elektrons sprechen konnen. Wir seken also, 
daB die scheinbar Tinerlaubte Differentiation nach vn zusammeii- 
hangt mit der in § 8, A angedeuteten ,,Ungenamgkeits-Ilelation^^ 

Ubrigens tritt dieselbe Sckwierigkeit sckon bei der geradlirdgen 
Bewegung des Elektrons auf. Auck kier wird ja nack de Broglie 
die Gesokwindigkeit v des Elektrons durck Differentiation nach 
der Wellenlange A (bzw. ikrem Reziproken, der Wellenzakl h) ge- 
wonnen. Dabei ist A zwar kontintderlicker Werte fahig, solange 
wir das Elektron im unbegrenzten Raume betrackten; sofern wir 
es aber in einen Hoklraum eingescklossen denken, sind auck kier 
die A diskret festgelegt, analog zu nnserem m im Zeeman-Effekt. 
Die Zuordnung der Gruppengesckwindigkeit v zur Elektronenwelle 
erfordert also auck kier die Aufkebung dieser diskreten Festlegung 
und mackt es notig, der Wellenlange A, ebenso wie unserem 
einen kontinuierHcken Spielraum zuzusokreiben. 

Wir konnen nun leickt zeigen, dafi unsere wellenmeckanische 
Bekandlung des normalen Zeeman-Effektes alle Resultate entkalt, 
die wir in Kap. 5, § 7 aus der friikeren Tkeorie abgeleitet batten. 
Nack Gl. (7) ist die magnetiscke Zusatz-Energie AE, d. k. die 
Differenz zwiscken E* und E^ + E, gegeben durck 

TYh 


Dies ist (von kleinen Anderungen in der Bezeicknung abgeseken) 
mit GL (12) von S. 393 identisck. Indem wir die Di£ferenz zwiscken 
einem Anfangs-Zustande 1 und einem Endzustande 2 nehmen, 
erkalten wir fiir die magnetiscke Anderung der Wellenzakl v 
nack der Frequenz-Bedingung 


= 


^ E^ — E^ 






2 % 




Oder mit Riicksickt auf (6 a) 

( 12 ) Jv — — m^) — ^ 


[i 4:7tC 

Dies ist die friikere 61. (14) von S. 393. 


Die tJberlegenkeit der neuen Metkode gegeniiber der alten zeigt 
sick nun aber darin, daB wir jetzt auck die Auswakl- und Polari- 
sationsregeln aus demselben matkematisoken Sckema erkalten wie 
die Energiewerte. Da die Eigenfunktionen und die mit iknen ge- 
bildeten „Matrixelemente“ der Koordinaten dieselben sind wie beim 
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Kepler-Problem ohne Magnetfeld, konnen wir uns beziiglicli der 
Auswahlregel ftir m auf § 7, E, Gl. (37a) berufen. Diese besagt, 
da6 ntir die tJbergange 

w <r 

^m+1 

mit einer vou Null verschiedenen Intensitat auftreten konnen. 
Gleichzeitig konnen wir die zugehorigen Polarisationen aus § 6, B, 
S. 65 entnehmen. Beim Ubergange m —m entsteht hiernacb 
eine Sobwingung, die linear nach der s-Achse (= Achse 
des Magnetfeldes) polarisiert ist, beim tJbergange w—ib 1 
je eine zirkulare Schwingung in der Ebene senkreoht 
zum Magnetfelde. Im ersten Falle “wird — wzg = 0 und nach 
GL (12) Av im zweiten Falle ist — ^2 = i 

nach (12) ^ tt 

jdv = + — -- 

ft 4:7tC 

Damit haben wir das normale Lorentzsche Triplett abgeleitet, 
entsprechend Gl. (16) von S. 394 und Fig. 84 von S. 386. Offenbar 
erhalt man nun auch durch Auswertung der betreffenden Matrix- 
Blemente die Intensitaten der drei Triplett-Komponenten, namlich 
bei transversaler Beobacbtung eine doppelt so groBe Intensitat fiir 
die Mittelkomponente, als fiir jede der beiden Seitenkomponenten. 

ScMeBlicli sei nochmals darauf Mngemesen, daB der normale 
Zeeman-Effekt nur unter ganz besonderen Bedingungen zu erwarten 
ist, und daB scbon beim H-Atom der Zeeman-Effekt anomal anftritt. 

§11. 

Das Molekul als symmetrischer Kreisel, 

In Kap. 9 haben wir unterschieden zwischen zweiatomigen 
Molekiilen, deren Tragheitsmoment um die Verbindungshnie der 
Kerne verschwindet und die daher kein Impuls-Moment um diese 
Achse aufnehmen konnen, und Kreisel-Molekiilen, deren Trag¬ 
heitsmoment ein Kotations-Ehipsoid ist und die daher einen Drall 
um die Symmetrie-Achse haben konnen. Letztere entsprechen dem 
jjSymmetrischen Kreisel" der gewohnlichen Mechanik, sofern man 
die Konfiguration der Atome als starr ansehen darf. Das ,viel kom- 
pliziertere Problem des unsymmetrischen Kreisels (allgemeines 
Tragheitsellipsoid) haben wir friiher (S. 744) nur angedeutet und 
werden es auch im folgenden nicht behandeln. 

Die Frage nach der Quantelung des symmetrischen Kreisel- 
Molekiils hat ein erhohtes Interesse gewonnen, seitdem Victor 

Sommerfeld, Atombau xmd SpektraUinien. Erg.-Bd. ][^Q 
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Henri^) im Formaldeliyd, CHgO, ein Beispiel gefunden hat, dessen 
Bandenspektren die deutKchen Keimzeichen der beiden Tragheits- 
momente, C nm die Eigurenaohse nnd A um die Aquatorachse, 
tragen. Die Quantenformel fiir seiche Molekixle mirde schon in 
Kap. 9, § 6, 61. (7) abgeleitet. Die wellenmechanische Ableitung 
bestatigt diese Formel, aber 'wieder mit dem charakteristischen 
Unterschiede, daB m (m -f 1) an die SteUe des friiheren tritt 
[m = Rotations-Quantenzahl fur den gesamten Drehimpuls). Von 
dem Oscillations-Term des Bandenspektrums sehen wir hier ab, da ' 
wir ja die Molekel als-starren Korper behandeln wollten. 

Wir gehen auf dieses Problem naher ein, nioht nur wegen seiner 
Wichtigkeit fiir die Bandentheorie, sondern auch aus methodischen 
Griinden. Einmal gibt es uns Gelegenheit, aUgemeine Koordinaten, 
hier die Eulerschen Winkel, in die Wellengleiohung eiozufiihren. 
Sodann liefert es ein vorziigliches Beispiel fiir die Kraft unserer 
„Polynom-Methode“, durch die -wir die Rechntmg gegeniiber den 
sonst in der Literatux gegebenen Darstellungen®) vereinfachen 
werden. 


A. Die Wellengleiohung in allgemeinen Koordinaten. 

Wie in der gewohnliohen Mechanik das Hamiltonsche Prinzip, 
erleichtert in der Wellenmechanik das Variations-Priozip aus § 9, D 
die Einfiihrung allgemeiner Koordinaten. Da -wir uns hier nicht 
fiir die Relatmtats-Korrektionen interessieren, konnen wir die 
vereinfaohte Form (38 a) des Variations-Prinzips benutzen. 

Wir denken wie dort zunachst an den einzehien Massenpunkt 
und druoken seine drei rechtwinkhgen Koordinaten x, z durch 
drei aUgemeine Koordinaten aus, die wir ^ oder zusammen- 
fassend q nennen woUen, ohne sie zunachst naher zu definieren. 
Dann wird 


dx 

di) 

dy 


dip ,dip I 

4_ 


D Nature 118, 226 (1926). Victor Henri und Svend Aage 
Schou, Zeitsohr. f. Phys. 49, 774, 1928. 

2) F. Reiche, Zeitschr. f. Phys. 39, 444 (1926); R. de L. Kronig 
und Rabi, Phys. Rev. 29, 262 (1927); C. Manneback, Phys. Zeitsohr. 
28, 72 (1927); D. M. Dennison, Phys. Rev. 28, 318 (1926) (nach der 
Matrizen-Methode). Wegen Intensitatsfragen vgl. Rademacher und 
Reiche, Zeitsohr. f. Phys. 42, 453 (1927). 
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wo die Indizes bei O'... Differentiationen bedeuten. IVIit den Ab- 
Idirzungen 

= + «’» + «•!), 

( 1 ) j 

^ • • • 

hat man dann fur den in § 9, Gl. (38 a) vorkommenden Differential- 
Ausdruck: 




Dieselben Koeffizienten [O’ 0], [0%],.,. treten aber auch in dem 
Ausdrnck der lebendigen Kraft auf, wenn wir denselben als IHinktion 
der allgemeinen Lagenkoordinaten q und der Impulse p = 
p^, p^ schreiben. Deim es ist znnachst 

> = d'xi + + O-gi, 

( 3 ) < X = %xX A -, 


X = Xx'^ 


und daher 

dx dx d% dx^d^ dx 
(4)]<32’_ dT ^ 


^ dT ^ dT ^ dT 
= 0'* + ^>x x^) 

6%' 0% ^ d<p^ 


Naoh der allgemeinen Definition der Impuls-Koordinaten [Kap. 2, 
S.96, Gl. (5)] sind die linken Seiten dieser Gleichungen die recht- 
winkhgen Impulse Pa-, p^, p^ und die DiEferentialquotienten rechts 
die Impulse p^^)- Setzen wir dies in (4) ein, so entsteht: 

» = ^ 4- XxVx + 9xV^, 

y = + 


Der Vergleieh von (3) und (4) zeigt, nebenbei bemerkt, die be- 
kannte Tatsaohe: Die Impulse transformieren sich kontravariant zu 
den Geschwindigkeiten. 


10* 
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Somit ergibt sich. mit Riicksicht airi (1) 


(5) 


= + [zz] H-f- 2 [«■;(;] v»Px + • • • 


Wir haben also in der Tat hier dieselben Koeffizienten [O' '9']. . . 
wie in (2) und entnebmen daraus die sobon S. 131 formulierte 
Begela jetzt erweitert anf bebebige Koordinaten: Man bildet 
den Ausdrnck -S' in § 9, Gl. (38a), indem man die Hamilton- 
scbe Funktion der klassisoben Mecbanik gliedweise 
mit multipliziert nnd ersetzt durcb 


h dtjj 
27t dqjt 


So entstebt der transformierte Ausdruck von H: 

+ [zz]@ + • • • + 2 [^z] H ^ • j + 

Das Variations-Prinzip aus §9, (38a, b) lautet daraufbin, wenn 
man wie S. 132 den Lagrangescben Mnltiplikator der Normierungs- 
Bedingung mit — JEJ bezeicbnet: 

Natiirbcb muB nun aucb dr dxdydz sinngemaB transformiert, 
d. b. ersetzt werden durcb D d%' d%d^, abgekiirzt Ddq, wo D 
die Funktional-Determinante der Transformation ist: 



( 8 ) 


D = 


y» 2 a- 
Vx ^x 

Vv z,j, 


Die Indizes bedeuten hier, ahnlich •wie oben, Differentiationen,: 


entsprecbend dem fniberen 

dd' 

Oa; = usw. 
dx 
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Ausfiihrung der Variation in (7) liefert hnn znnaohst: 
und nach einer partiellen Integration 


Die bei der partiellen Integration entstehenden „Oberflaclien- 
Integrale‘‘ baben wir fortgelassen, da sie notigenfalls durch die 
Neben-Bedingnng: 0 „aiif dem Eande“, zum Verscbwinden 

gebracht werden konnen. Da 8‘ip im iibrigen mUkiirlich ist, muB 
der Faktor von 5'^ in (9) gleich NuU gesetzt werden. Dies liefert 
die transformierte Wellengleicbung. Anf Grand des Aus- 
drucks (5), in dem jetzt natiirlich zn ersetzen ist durch 

h d'llf 

lautet sie explizite: 

+ ^I>(E-V)^ = 0. 

Sie ist sich selbst adjungiert [vgl. die Bedingungen^) (19) in §9] 
wie jede Differentialgleichung, die aus einem Variations-Prinzip 
hervorgegangen ist. 


( 10 ) 


B. Anwendnng auf die Eulerschen Winkel und die 
Drehung des starren Korpers. 

Die soeben gewonnene Gleichungsform gilt aber rdcht nur fiir 
den einzelnen Massenpunkt, sondern ebenso fur ein System von 
Massenpunkten, wobei nur gegebenenfalls die Zahl der Koordinaten 
zu vermehren, namlich gleich der Zahl der Freiheitsgrade des 

1) Diese Bedingungen shad allerdings mir fiir zwei unabhangige 
Variable x, y fommliert. Man kaim sie aber je auf ein Paar der 
Variablen anwenden und zeigen, daB sie erfiillt shad. 



150 


Kap. I. Einfiihrung in die Wellenmechani- 


Systems zu machen ist. In der Tat sahen wir bereits i 
da 6 es bei mehreren Massenpunkten (Index a) nur noi 
in der Wellengleichnng zn ersetzen dnrcb 

Daraus folgt, daJS im Variationsprinzip, § 9, GL (38 a) 

2m J 

durch eine entsprecbende Summe iiber a mit im . 
setzen ist. Da aber aucb. T nach. (5) bei mebreren IV 
durch eine analoge Summe dargestellt Tvird, bleibt 
der Dorm nach ungeandert, wobei naturlich jetzt [-i 
die Koeffizienten von T (g, p) fiir das ganze Punktsys’ 

Das Punktsystem des starren Kdrpers hat drei E 
geeignete Koordinaten sind die Eulerschen Winkel, d 
O’, Ip, q) genannt werden, fair die wir hier aber, da ‘tp ft 
funktion verbraucht ist, die unter A benutzten E 

<P beibehalten werden. Diese Winkel definiere] 
die Lage des im Kreisel festen Bezugs-Systems der 
(2-Achse = Kotatibns-Achse des Tragheits-EUipsoids) 
ebene (X7-Ebene) gegen ein im Raume festes, iibrig 
liebig gelegenes icy 2 -System, wobei die Schnittlinie < 
der di© ,,Knotenlinie“ K heiBt. Und zwar be< 

Winkel zwischen z- und Z-Achse, % den Winkel zwisc 
linie und n?-Achse, 9 den Winkel zwischen Knotenlinie t 
O' liegt zwischen 0 und jt, % und (p zwischen 0 und 

Die kiuetische Energie des symmetrischen Kreis 
kanntlich als Funktion dieser Winkel und der zugehor 
geschwindigkeiten gesehrieben: 

( 11 ) T(q,a) = -j- £ -f. cos d- 

Um auch hier keine Liicke zu lassen, beweisen wir 
sehr einfach wie folgt: Wir gehen aus von der allgenou 
tionsgleichung der Haupt-Tragheitsmomente 

T = ^ (A cox 4"~h GcDf )5 

beziehen sich auf die soeben genannten, imi 
Hauptachsen X, Y, Z (die gewohnliehe Bezeichnung 
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meiden wir, weil wir p und q in anderer Bedeutung benutzt haben). 
Fiir den symmetrischen Kreisel A ^ B hat man also 

(lla) 

= (raj + ®f)V 2 bedeutet die senkreohte Projektion des 
Drehungsvektors gj m die Aquator-Ebene, (Dz diejerdge auf die 
Figurenachse. Daneben betrachten w die schiefwinkligen 
Komponenten des Drehungsvektors, namhch ^ nach der 
Knotenlinie, der z-Achse und der Figurenachse. Wir haben also 
den Drehungsvektor o ia doppelter Weise aufgelost, einmal in die 



Ubene durcb die Fignrenacbss JF (Z-Acbse) und 
die 2 -Aeb 8 e. Projektion des Drehungsvektors auf die 
Pigurenaohse und auf die Spur der Aguator-Sbene. 


Fig. 12 b. 



reohtwinkHgen ILomponenten g)z und ©As sodann in den schief¬ 
winkligen Idnienzug vgl. Fig. 12a, b. Projmeren wir diesen 

Linienzug auf die Figurenachse, so entsteht g>zi also (Fig. 12 a) 

(llb) g)z—9 + ^^^H- 

d" liefert hier keinen Beitrag, weil die Knotenlinie senkrecht zin 
Figurenachse steht. Sodann projizieren wir diesen Xanienzug in die 
Aquatorebene (Fig. 12 b). Hierbei gibt 9 keinen Beitrag, weil die 
Figurenachse senkrecht auf der Aquatorebene steht. ^ liegt von 
selbst in der Aquatorebene, namlich in der Knotenlinie K; die 
Projektion von % faUt in die zur Knote nlini e senkreohte Kichtung 
(namlich in die Spur der Zeichenebene von Fig. 12 a). Somit ergibt sich 

( ll c) oi = + 

Setzt man nun ( 11 b, c) in (Ha) ein, so hat man (11) bewiesen. 
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Aus (11) folgt 


Pfl. = J. Vx — O' G cos® S') j; + C cos ■9’^, 

p^ = G{g}+ cos &x). 


Durcli Auflosen und Einsetzen in T {q, ^ erhalt man: 


(lid) 

Mithin wird 


T{q,p) = 


I (g^ — cosS-Pfp)® ff® 

2A^ 2 A sin® S' ‘20' 


( 12 ) 


['9''9’] = ^. hx\ = -; 


2 A sin^ O’’ 


[9’9>] = 


cos^ O 1 
2 A sin®S'"^20’ 


[S';i:] = [S'qo] = 0, [%(p} = --. 


COS 0 


2 A ain^ 0 


Es bleibt noch der Wexfc der Eunktional-Determinanfce D, 
Gl. (8), zu bestimmen. Um ihn anf die vorstehenden GroBen zuriiok- 
zufiihren, konnen 'wir so vorgeben: Wir betrachten neben D die 
Determinante 


(13) 


A 


S'* &y S'* 
X!^ Xy X» 


sowie ihr Quadrat und ihr Produkt mit D, Die beiden letzten Grofien 
sind nach dem Multiplikations-Satz der Determinanten zu bilden. 
Dabei ergibt sicb gleicb der ^Diskriinmante'' der quadratisohen 
Eorm (lid), namlich: 



[SSJ [S'x] [S'go] 


1 

2A 

0 

0 

ExS] \xx] [X9] 


0 

1 

— cosS 


2Asin®S 

2A sin®S 

[gpS] [ifx] [go go] 


0 

— cosS 

cos® S 1 

r 


2Asin®S 

2Asin®S 2C 


1 


8^2(7 sin^O* 


Andererseits uberzeugt man siob, dafi 


DDi = 


(15) 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 


= 1 
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ist auf Grund der Beziehnngen 

+ &yy» + S’sZs. z=[j^dx + j-dy -]rj^ dzj^ d& 

/dQ'\ 

= (35)„ 

fdO' , , d%‘ j \ /j 

= te ^ ^ ^ 

= f^') = 0 TISW. 


Aus (14) nnd (15) entnimmt man also: 


(16) D = ^ = 2 A sin ^20. 

■^1 

Man brancht jetzt nnr noch die Werte (12) nnd (16) in das Schema (10) 
einzutragen, nm die Wellengleichung unseres Problems zu 
erhalten: 


(17) 


dd^V 


sin O' 


/cos® O 
\sinO 


+ .^ sin Oj 


dip\ 1 d^ijj 
dw sinO d%^ 

2 cos O d^ijj , Siit^A . CL/TP rr\ t n 

— -t t H-Tia— sm O (J27 — F) 1 /^ = 0. 

sm O d%d(p 




Da wir uns nur fiir die kraftefreie Bewegung unserer Molekel (nicht 
fiir ihren bei Reich e ebenfalls behandelten Stark-Effekt) interessieren 
werden, so haben wir 7 == 0 zu setzen, wobei dann E den Unter- 
schied der Energie gegen die Ruhenergie bedeuten wird. 


C. Integration der Wellengleichung. 

Aus (17) folgt zunachst, daB % und g? zyklische Koordinaten 
sind, wie in der gewohnlichen Mechanik des symmetrischen Kreisels. 
In letzterer hat dies bekanntlioh zur Edge, daB die zugehorigen 
Impulse und konstant sind; in der Wellenmechanik gestattet 
derselbe XJmstand, die Abhangigkeit der Wellenfunktion von % und g? 
in der speziellen ExponentiaJform anzusetzen: 

(18) t/; = @ (O) 

Hier mtissen t und x* ganze (positive oder negative) Zahlen sein, 
da eine im Bereich der Koordinaten eindeutige und daher 
in g? und % periodische Eunktion mit der Periode 2 tc sein muB. 
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Gl. (17) geht dann in eine gewohnliche Differentialgleiohung fiir 
die Unbekannte & iiber: 


(19) 


f sin # A (sin ^ II) - [r'* + (cos^ «■ + i sin* r* 

■J @ = 0 . 


2 cos d'tT — sin* I 


Wir fiihxen, wie bei den Kugelfiinktionen, als neue unabhangige 
Variable ar = cos ^ ein und setzen abkurzend 


( 20 ) 


A = 


Sn^AE 

A* 


r* — — 

" 0 


T. 


Dann entsteht ans (19) nsich leichter Umrechnung 

( 21 ) dx^ ^ Ux 


+ [1(1 — a:*) + 2 Wx] ® = 0. 


Die einzigen singul^en Punkte dieser Differentialgleiohung im 
Bereich — 1 ^ a; ^ + 1 sind die Grenzpunkte a; = ± 1 . Um 
den Charakter dieser Singularitaten zu priifen, schreiben wir 
( 21 a) ljf:x=y, 

also 

( 21 b) a: = +(1 — y)^ = 2 — y 

und haben statt ( 21 ), wenn die Striche Differentiationen hack y 
bedeuten: 


(22) ( ~ ®"+ 2 2/ (1 - y ) (2 - y ) ®' 

1 + {^y— y) — + y\ @ = 0 . 

Wir maohen wie in alien fruheren Fallen den Ansatz 


(23) ® 

und finden fur y die charaktCTistisolie Gleiciiung [duroh NuUsetzen 
des Faktors von y'^ in der Potenzentwicklung der linken Seite 
von ( 22 )]: 

4 j,(y _ 1) -|_ 4y _ (i;qp^’)a _ 0, 

d. li. 

(24) 4 ya _ y = 

Indem wir das Zeichen des absoluten Betrages eiagefuhrt haben, 
haben wir bereits diejenige Auswahl zwischen den Wurzeln getroffen, 
die fiir die Stetigkeit der Eigenfunktion erforderlich ist. 
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Wir spalten weiterhin von @ die beiden charakteristiscben 
Potonzeii in den singularenPunlcten ab; y zahlen wir dabei beispiels- 
weise von der Stelle a; = — 1 ans, so dafi nach (21a, b) wird 
1 -|» a: = ?/, I — X — % — y, Dann andert sicb der Ansatz (23) 
ab in: 

\'t-rJ\ 1T + I 


(25) 


= F.v, F = (2-y) ^ y ^ 


Wir suchen die Differentialgleichung, der v geniigt, und bilden zu 
dem Zwecke 


f(v' 


2 ( 2 - 2 /) 2 2 / 
k-r'L, , Ir + r'l 




&" =z= f ( v '' — ^ -^-L«' + 

\ 2 — 2 / 


4 2 /® 


I T — t' I (I T — t' I — 2) 1 T + t' I (I T H- 'g' I — 2) 

'4(2---'''®. 

— g' 11 g + •» 

2 2/(2 — 2 /) 




Dios Botzen wir in 6L (22), die jetzt mit dem untereii Vorzeiohen 
zu nohmen ist, ein und beben den Paktor (2 2/) ^ beraus; es 

entstobt: 

/.w.\ ( 3 / (2 — 2/) «" + 11 g + g' 1 (2 — 2/) — h — 1 2/ + 2 (1 —. 2/)] V 

( 2 <>) 


\ + (A + A)v = 0. 


A ist eine Abklirzung fiir den folgenden Ausdruck: 

Wir zeigen aber, daB A in Wirldichkeit eine Koostante ist.^ In der 
Tat zieht sioh die ersto Zeile zdsammen zn — i(g^ + g'®)>_ 
die beiden Klammern in der zweiten und dritten Zede sind gleiob 1. 
Man bat daher 

(2Ca) ^ = + + 

Hier lr«Tm man statt der beiden ersten Gbeder aucb schreiben: 

/lr + r'|.+ |g-^\“. 



156 


Kap, I. Binfuhnmg in die Wellenmechanik. 


Fuhxt man also noch. die Abkiirzung ein 

(26b) T* = -1(1 T + t' I + I r — t' I), 

SO hat man statt (26 a) 

(26c) ^ — r*" — r* = — r*(tr* + 1 ), 

nnd 61. (26) schreibt sich 

' y{2 — y)v" 2[1 + |t + t'| —l)]v' 

+ 1 )]«^ = 0 . 

Wir wissen bereits auf Grund der Definitionsgleichung (25), 
daJS sich v an der Stelle 2 ^ = 0 regul^ verhalt nnd daher in eine 
Potenzreihe entwickelt werden kann: 


(27) 


(28) 


t) = 2 “v’j 


Die Rekursionsformel fiir die Koeffizienten erhalt. man, wenn 
man die Eeihe (28) in (27) einsetzt nnd z. B. den Faktor von 
gleich Null setzt. Die Eekursionsformel wird in unserem Falle 
zweigliedrig und lautet: 


(29) 


+1 + 1) V + 2 (v + 1) (1 — I ^ I)} 


+ ay{^v(v— 1 ) — 1 ) +A —r*(r*+ 1 )} = 0 . 

An dieser Stelle setzt unsere Polynom-Methode ein: wenn wir den 
Faktor von fiir einen gewissen Wert, sagen wir v = [jl, zum 
Verschwinden bringen, so versohwinden alle folgenden Koeffizienten 
fiir v'2> [Jb\ unsere Eeihe bricht ab und stellt ein Poly no m 
vom Grade ^ dar. Dadurch ist nicht nur die Konvergenz ge- 
sichert, sondern auch das regulare Verhalten von v an dem zweiten 
singularen Piinkte ^ = 2 der DifferentiaJgleichung (entsprechend 
X = 1 ). Gehen wir also mittels (25) und (18) von v zu @ und ^ 
zuriick, so haben wir die gesuchte Eigenfunktion hergesteUt. 

Nach der zweiten Zeile von (29) erzwingen wir das Abbreohen 
der Eekursion v = fj., weim wir den „Eigenwert“ X folgender- 
maBen bestimmen: 

1 ) + 2ft(r* + 1) + + 1). 

Dies ist gleichbedeutend roit 

(30) A = J»(m+ 1 ), 
wenn wir setzen 

(31) m = ft + z*. 
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ist nach (26 b) eine positive ganze Zahl, ebenso wie Denn r 
und X sind gauze Zahlen (vgl. oben); ferner sind \r x' \ und 
I r — r' I positive ganze Zahlen, die gleichzeitig gerade oder gleich- 
zeitig nngerade sind, so da6 ihre halbe Summe jedenfalls ganz wird, 
und zwar ist nach (26 b) t* einfach die groBere der beiden Zahlen 
|r I und I r' |. Mithin wird nach (31) auch m eine positive ganze 
Zahl. 

Aus (30) folgt nun wegen (20): 


(32) 




Dies ist die schon eingangs genannte Formel (7) aus Kap. 9, § 6, 
mit unwesentiicher Anderung in den Bezeiohnungen und mit dem 
wesentlichen Ersatz von Trfi durch w (m + 1). Unser jetziges x 
entspricht genau dem. fruheren Wq und mifit wie den „Eigenimpuls'‘ 
des Kreisels {r gehort ja zum Drehwinkel g) um die Eigurenachse, 
d. h. zur „Eigendrehung‘‘). Auch das friiher (S. 745 unten) betonte 
Ausfallen von Bandenlinien beiderseits der Nullinie 
steckt in unseren Eormeln. Wahrend namhoh f/, als Grad unseres 
Polynoms (zugleich Anzahl der Knoten in der '^’-Richtung) alle 
Werte 0,1, 2,. . . annehmen kann, ist m nach (31) auf die Werte 
-m eingeschrankt. SchlieBhch ist auch das Auftreten eines 
Nullzweiges (Kap, 9, S. 746) wellenmechanisch zu begriinden. 
Denn die Auswahlregeln fur m werden bei Zugrundelegung unseres 
Ansatzes (18), der einer aus Prazession und Rotation zusammen- 
gesetzten Bewegung entspricht, verschieden von den Auswahlregeln, 
die wir im Falle der reinen Rotation erhalten haben: Der liber- 
gang m—ist nicht, wie bei der reinen Rotation [vgl. §6, 
Gl. (33)], verboten. 

Die Eigenfunktionen unseres Problems sind durch die Rekur- 
sionsformel (29) voUstandig bestimmt (bis auf eine multiplikative 
Konstante, die aus der Normierungs-Bedingung folgt). Tiber ihren 
analytischen Charakter erwahnen wir nur, daB sie SonderfaUe der 
hypergeometrischen Reihe, namlich sogenannte Jacobische Poly- 
nome sind. Es ist aber fur unsere ,,Polynom-Methode‘‘ charakteri- 
stisch, daB sie ohne besondere funktionentheoretische Vorkenntnisse 
zum Ziel gelangt und im vorliegenden Ealle auf die ausgearbeitete 
Theorie der hypergeometrischen Reihen nicht zuruckzugreifen 
braucht. 
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§ 12 . 

Vber das Verhaltnis der Quantenbedingimgen in der Wellenmechanik 
und in der alteren Quantentheorie. 


G. Wentz el^) nnd L. Brillouin^) haben eine lehrreiche 
Methode ersoimenj um.die wellenmechanischen Losungen appraxi- 
mativ an das Verfahren der klassischen Mechardk anzuschliefien. 
Aber es bestanden matbematische Einwande dagegen, weil die 
benutzten Reihen im allgemeinen nicht konvergieren. Wir werden 
bier eine Darstellung dieser Metbode geben, welcbe von solcben 
Einwandenfrei sein diirfte, dafiir aber weniger weit reicbt, als von den 
genannten Autoren nrspriingbob beabsicbtigt war. "Wir werden 
nambob die Existenz der Eigenfnnktionen als wellenmecbaniscb 
bewiesen annebmen und nur das Verhaltnis der Quanten- 
bedingungen in der neuen und alten Tbeorie beleucbten. 

Wir geben auf den Anfang dieses Kapitels zuniok und setzen 
abnbeb wie S. 5, Gl. (6 a): 


a) 


— \ydx 
Tj) =: fi " J 


Hier stebt ^ydx an SteUe des frizberen S; der friiber abgesonderte 
Ampbtudenfaktor A ist in den Exponenten roit aufgenommen. 
■ Indem wir die Integrations-Variable x nennen, deuten wir an, daB 
uns zunacbst auf ein-dimensionale Probleme besobranken 


WIT 


woUen. Das Integral ist als unbestimmtes Integral zu denken, roit. 
einer bebebigen, aber festen unteren Grenze Xq und roit der variablen 
oberen Grenze x. 

Die ein-dimensionale Wellengleicbung fur jjj lautet: 


d^ij) 8 


dx^ 


+ 




{E— F)t/; = 0 


Oder, fiir das Folgende einfacber gesohrieben: 



Hier ist der „Impuls“ p, entsprecbend der Energie-Gleiobung 

2m ’ 


1) Zeitscbr. f. Phys. 38, 618 (1926). AuBer der Kepler-Bewegung 
behandelt Wentz el ancb den Stark-Effekt zweiter Ordnung nacb dieser 
Metbode in besonders einfacber Weise. Wir werdaa sein Resnltat im. 
nachsten Kapitel, § 2, auf anderem Wege ableiten. 

2) C. B., Jub 1926. 
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in klassischer Weise defirdert durch 


(3) p=\2m{E^V). 

Die Differentialgleichnng fiir Tj; ist von der zweiten Ordnung und 
vom ersten Grade. Wir zeigen, daB darans eine Differential- 
gleichnng fiir y folgt, welche, ebenso wie die Hami Itonsche Gleicbung 
fiir S, von der ersten Ordnung nnd vom zweiten Grade ist. 
Wir bilden zu dem Ende aus (1) 


(3a) yt, ^ -( t ) y \ 

"nnd erhalten aus (2) nacb Division mit 




(^) 


: % ‘i 


= _ 2/^ 


Dies ist die der Gl. (2) zugeordnete ,3iccatiscbe Gleicbung^. 
h 

Indem wir r—■. als Entwicklungs-Parameter benutzen, losen 
wir Gl. (4) durch den Ansatz: 

(6) = + + - + 


Wir brecben also, urn alien Eonvergenzsehwierigkeiten zu entgeben, 
, die Entwicklung mit dem v-ten Gbede ab und nennen den Rest Y. 
' Indem wir (5) in (4) eiatragen und formal die ersten Potenzen von 

, 75 —: vergleioben, finden wir 

^ 7t % 


(6) 

■('—V 

\2 7ti/ 

(7) 

/ Jb 

iwici) 

(8) 

/ A \® 



0 = — Vo, = p, 

y 

Vo = 2 yi 2 ^’ 

y'l = — y! — 2 yi = — 


y'l + yl 

2 Vo 


Es zeigt sioh. ako, daB die aufeinanderfolgenden Naherungen 
Voy Vi’ y&> ■ ■ ■ olme Integration, dnxcli bloBe Differentiationen, aus 
der Naherung nullter Ordnung gewonnenwerden. Diese Naherung 
selbst entspricbt der klassiscben Mecbanik. Denn nacb letzterra: 
■ist die Wirkungsfunktion S definiert durch 


(9) 


d8 

dq 


= p; 
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macht man hier, entsprechend unseren jetzigen Bezeichnungen, 
g = und S ^ ^ y^dx, so wird (9) mit (6) identiscli. Unsere 
Eeihen-Entwicklnng (5) korrigiert also sukzessive die klassisch- 
mechanische Losung in tinsere wellenmechaniscke Losnng. 

Wir bea'bsichtigen, die Stetigkeitsbedingungen der neuen 

Theorie mit den Quanten-Bedingungen der alten Theorie in Zu- 
sammenhang zu bringen. Der Anbliok der GL (1) legt folgende 
tjTDerleguiig nahe: ^ soil eindentig nnd stetig sein langs der reeUen 
ic-Aclise (bzw. langs desjenigen Teiles derselben, der nacb der Be- 
deutung von x physikaHsob in Betracht kommt). Nehmen wir dariiber 
hinans an, daB in analytiscber Weise von x abbangt, so setzt 
j 3 sicb die Eindeutigkeit und 

Stetigkeit von tf; in die 
komplexe Ebene, d. h. in 
eine gewisse Naobbarschaft 
der reeUen x-Acbse fort. In 
der Tat wird der nacbste 
singulare Punkt (Ver- 
zweigungs- oder UnendJicb- 
keitspunkt) einen endJicben Abstand von der ic-Acbse baben. 
Bescbreiben wir nun in diesem Teile der a:-Ebene, narabcb in dem 
sobraffierten Gebiete der Kg. 13, einen gescblossenen Umlauf, aus- 
gebend von einem Punkte A und endigend in dem mit ibm 
zusammenfallenden Punkte B, so muB tjj zu seinem Ausgangswerte 
zuruckkebren. Das beifit aber, daB der Exponent der rechten Seite 
von (1), w’enn uberbaupt, sicb nur um ein ganzzabbges Vielfacbes n 
von 2 3r i andern darf. Wir verlangen also 



Oeschlossener Integrationsweg fiir das Weatzel- 
Brillouinsclie Verfahren. Die ronkte a: « i a 
berfelien aieh auf das Beispiel des Oscillators und 
geben die Auadehnmig der klasaischen Babn an. 


—^ {^ydx — I = 2 itin, 


»o 


ao 


Oder einfacber gescbrieben 

(10) ^ydx = nh^ 

indem wir die Integration von A nacb B durcb ^ andeuten. Ein- 
setzen der Entwickiung (5) befert: 


( 11 ) ^7dx = 


nh. 
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Brechen "wir mit dem ersten Gliede ab, so haben wir mit Uq = 
nnd rr = die Quantenbedingung der alteren Theorie: 

^ 'pdq = nlh. 

Die folgenden Glieder der Entwicklung geben also die- 
jenigenKorrektioneiijWelche nachder neuenTheorie notig 
werden. Dabei setzen wir voraus, dafi die Entwicklung so weit 
gefiihrt wird, dafi das Restglied Y keinen Beitrag liefern moge, also 

(12) ^ Ydx — 0. 

Wie die Korrektionen zu berechnen sind, und ob die Bedingung (12) 
erfiiUbar ist, werden wir nur in spezieUen EaUen untersuchen. 

Noch sei bemerkt, daE die Bedingung (10) wegen der Eindeutig- 
keit von if; fiir jeden beliebigen Umgang gesteUt werden kann, daB 
wir aber bereohtigt sind, solche Umgange auszuwahlen, fiir welche 
sich die Integration bequem ausfiihren laBt und nicht trivial wird. 

(Umgange, fur welche verschwindet, wed sie keine Singu- 

laritat umschlieBen, haben natiirlich kein Interesse.) Eiir das Folgende 
woUen wir verabreden, den Umgang urn den ganzen physikalisch 
in Betracht kommenden Bereich der unabhiingigen 
Variablen zu erstreoken, aber mit AusschluB der Endpunkte 
des Bereiohes. Zunaohst denken wir uns den Umgang die a;-Achse 
beiderseits enge umschlieBend wie in Fig. 13; spater werden wir 
ihn deformieren, soweit das nach der Regularitat der zu inte- 
grierenden Funktionen moghch ist. Die einzigen von unserem Wege 
umsohlossenen Singularitaten von y sind die NullsteUen von i/;, 
da j a if; und if;' keine Singularitaten im physikalischen 'Bereich 
haben diirfen. Die Anzahl der NuUstellen {,,iCnotenzahl‘' von ^) 
bestimmt zugleich die Quantenzahl n in 61. (10). Es ist leicht zu 
sehen, daB Nullstellen von ^ nur in demjenigen Teile der reeUen 
oj-Achse liegen konnen, wo 3> 0 ist. Denn nur hier ist nach 61. (2) 
die Eariimmung der -^-Kurve gegen die a:-Achse konkav, so daB 
nur hier oscilMerenden Charakter hat. Dieser Teil der a;-Achse 
deckt sich mit der Ausdehnung der Bahn, die nach der fruheren 
Theorie beschrieben wird. Wir konnen daraufhin unsere obige 
Verabredung uber den Umgang auoh so fassen: Der Umgang soli 
urn den Bereich der klassischen Bahn herum erstreckt werden. 
Beide Verabredungen kommen infolge der moglichen Deformation 
des Integrationsweges auf dasselbe hinaus. 

Sommerfeld, Atombau tind Spektrallinien. Erg.-Bd. 


11 
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A. Der harmonische Oscillator. 

Bedeutet m die Masse, (Oq die klassiscli gerechnete Kreisfrequenz 
der freien Schwingung des Oscillators und a die maxi male Elon¬ 
gation X in der klassischen Bewegnng, so konnen wir setzen [vgl. § 3, 
Gl.(l)]: 

(13) Y ^ — ^ 

also _ 

•p = '^2m(E — F) = mcoQ^a^ — x^. 


Somit wild nacli (6) nnd (7) 


I 2/o = moo Va® — a:®, 

(13a) I _ 1 d log yp _ 1 / 1_1 X 

[ 2 dx 4 \a + a; a — x/ 

Nach (8) berechnet man leickt ans i/q nnd 

_ 1 2 a® “f- 3 

8 (a^ — x^yiz 

Hieraus erkennt man nnmittelbar, dafi 
(14) ^2/3^0;= 0 


ist, sofern der Integrationsweg die beiden Verzweigungspunkt© 
X = mnschlieBt, was nach der vorstehenden Verabredung der 
EaU ist (vgl. Fig. 13). Alsdann laBt sich namlich der Integrations- 
rweg ins UnendJiohe erweitern, wobei proportional mit 1/a:® 
wird. In gleicher Weise behandelt, geht fur x oo 

(£ y^d X fiber in — ^ ~» 


wo das letzte Integral z. B. fiber einen Ejreis von hinreichend grofiem 
Eadins gefiibrt werden kann. Es hat bekanntlioh bei dem in der 
Fignr angenommenen positiven Umlanfsinn den Wert Daher 

folgt 


(15) 



Ti 
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Um auch zu bereehnen, ziehen wir den Integrationsweg 

am beqnemsten auf die doppelt durchlaufene reelle Achse von 
— a bis a znsammen, setzen a; = a sin ^ nnd erhaiten 

mco^a^ ^ cos^ q)d(p = 

0 

Indem mr den Ansdruck von B aus (13) benutzen, konnen vir 
schreiben 



was natiirlich im Grunde identisch ist mit der friiberen Auswertung 
des Phasen-Integrals fiir den Oscillator in Kap. 2, § 3, S. 98. 

Ebenso wie das Integral Tiber verscbwindet, konnten wir 
zeigen, daB aucb alle folgenden Integrale nnserer Entwicklung (11) 
verschwinden. Wir ziehen es aber vor, die Entwicklung mit dem 
zweiten Gliede, d. h. mit 2/1 abzubrechen nnd alle folgenden Glieder 
in dem Rest Y zu vereinigen. Vorbehaltlich des Nachweises, daB 
dann das Rest-Integral Null wird, Hefert Gl. (11) mit Rxicksicht 
auf (15) und (16) 

(17) ^-t = nh, d.}x. E = (ji + j'^hv,. 

Dies ist der uns wohlbekannte wellenmechanische Energiewert 
des Oscillators. Hatten wir das Korrektionsglied mit fort- 
' gelassen, so hatten wir den Wert der fruheren Theoriei?= wAvq 
erhaiten. 

Wir kommen nun zur Rest-Restimmung. Wenn wir nach- 
weisen konnen, daB Y (ahnlioh wie vorher 2 / 2 ) groBe x eine Ent- 
wicklung nach negativen Potenzen von x besitzt, in der kein Glied 
mit Ijx vorkommt, so ist damit auch das Verschwinden des Rest- 
Integr&ls bewiesen, bei gleicher Wahl des Integrationsweges wie 
vorher. Das ist in der Tat der FaU, sofern wir y nach (1) 
durch ausdriicken und fur ijj die aus der Wellengleichung 
bestimmte singularitatenfreie Eigenfunktion einsetzen. 

Nach §3, Gl. (8), (5a) und (2a) haben wir 

V — 2 7t7na)n 

... . 



11* 
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i i 

I I 


A = Normierungs-Faktor. Von S„(i) brauchen w fur das Folgende 
nur zu wissen, daI3 es einPolynom w-ten Grades ist, also die Form hat: 
E„(^) = H- Daraua folgt fiir groBe 


g;.a).^ ^ I 
gnd) ■" I ' 


wo die nicht Mngeschriebenen Glieder, bier und im folgenden, 


Potenzen mit -L, -i - •• bedeuten. Nun ist nach der Definitions- 


gleichung (1) imd nach (18) 

h d log If) h^osdlogTp %ia. { t \ jl \ 

y=^i-dr = ^-dr 


Zur Bestimmung von Y gehen wix von Gl. (6) aus, in der wir, wic 

, 2 7ci 

verabredet, v^l machen. Nach Mnltiplikation mit ergibi 

hyoc 

sich wegen (19) 


( 20 ) 


'27ti 


r= ^ + 


27ci 1 


Wegen (13 a) wird^) fur groBe x 

1 a® . \ 1 , 

Darans folgt mit Riieksicht auf die Definition von | und cc in (IS 
2 7ci 1 2jtma)o la®, \ 


( 21 ) 


2ya fl 


_ f. 1 «a® . 1 

2 I 


Hier miissen wir noch die GroBe a® durch den Energiewert J 
Gl. (13) und (17), ausdriicken. Wegen 


hat man 




—r-"a' = w + -, 


^) Das Vorzeichen von 2/0 bestimmt sich daraus, daB wir auf dc 
Integrationswege der Pig. 13 bei reell wachsendem x die Quadratwur: 
in 2/0 poaitiv zii reohnen haben.*' 
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wofiir wir aucli. schreiben koimen 


a a 
“2 




Die rechte Seite von (21) rednziert sich also anf 




-I 


2| 


n 


+ ... = !-T 


und dies hebt sich genan gegen die beiden ersten Glieder in der 
Entwicklung (20) auf. Unser Rest Y hat also in der Tat fiir grofie | 
die geforderte Eigenschaft, starker als 1 zu versohwinden, so daJB 
Gl. (12) fiir nnser Rest-Integral bewiesen ist. Durch diese zusatz- 
liche XJntersuchnng des Restes diirfte die schone Methode von 
Wentz el nnd Brillouin gegen alle mathematischen Einwande 
gesichert sein, zunachst fiir den Oscillator und unter den erf orderhchen 
Erganzungen und Einschrankungen auch fiir allgemeinere Probleme. 


B. Das Kepler-Problem. 

Wir interessieren uns hier nur fiir den radialen Teil R der 
Eigenfunktion, welche nach § 7, (3) und (3a) der Differential- 
gleichung geniigt: 


(22a) ip® = 2 (j® — F) = 2 m (j® + • 


Wir fiihren die Abkiirzungen em 


(23) 


A = 2mE, B = mZe^, 0 = —(l-\-iy 


welche von den in §7, Gl. (3 a) definierten etwas abweichen, aber 
genau iibereinstimmen mit den Abkiirzungen A, B, G der alteren 
Theorie in Zusatz 8, S. 806. Insbesondere beaohte man, daB unsere 
jetzige GroBe 1+1 mit der dort benutzten Quantenzahl k identisch 
ist. Aus der Definition von G ergibt sich 

- z (Z + 1) = - (i 4-1)2 + (i + 1) = + ( 1 + 1). 

Setzt man alles in (22) ein, so folgt: 


(24) 


d^B 2 dB 1+1 
dr^ ' r dr ' r^ 




Gs 


0 . 
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Wir fiihreri jetzt wie in. Gl. (1) y statt B ein duroh den Ansatz 


(24a) 


2 Tti 

E — t ^ 



r 


nnd erlialten aus (24) als Analogon zu dec Hiccatischen Gl. 
vgl. auch (3a): 


(25) 


^ (^y , . An 

2fl:i\£?r r ' r*/ 




( 4 ). 


mit den Abkiirznngen 

P' = ^ + 2f+°, 1 


27.-('+')■ 


Darauf entwickeln wir y "wie in (5) nach demParameter [DaB 

dabel anf der linken Seite von (25) die GroBe A selbst noch den Faktor 
hf^Tci enth^t, brauoht uns nioht zu storen, da unsere Entwicklung 
nur eine identiscbe Umformung bedeutet, die wir nacb Belieben 
abbreohen konnen). Wir schreiben also 


(26) 


^ = 2^0 + 5^- 2/i + 


+ F 


und berecbnen, ganz ahnlich wie in (6) und (7) duroh Einsetzen in (25) 


( 27 ) ,.=|/^ + 2 £ + « = + 




Der Koordinatenbereich erstreckt sich beim Kepler‘Problem 
urspriii^lich von r = 0 bis r = c>o. Auf der reellen Achse liegen 
(vgl. Kg. 155, S. 774) die beiden Wurzeln von P = 0, die wir wie 
friiher und nennen. Der Integrationsweg umlauft nach 
unseren Verabredimgen von S. 161 diese beiden Punkte und wird. 
spater ins Unendliehe der r-Ebene hintibergezogen werden. Dabei 
ist der Punkt r = 0 als eventuelle Singularitat zu beriicksichtigen. 

Die Eindeutigkeit der Eigenfunktion verlangt, dafi ^ r 

gleich h mal einer ganzen Zahl sein mull, die wir jetzt (radiale 
Quantenzahl) nennen werden. Aus Gl. (26) folgt daher, als Analogon 
zu (11): 


(28) 


^ + 2^ ^ - f- ^ F(?r = 


nrh. 


Wir zeigen, daU bier schon das erste Korrektionsglied verschwindet, 
woraus dann waiter die uns wohlbekannte Tatsaohe folgt, daB 
die in der alteren Theorie gefundenen Ener’gie-Niveaus 
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des Kepler-Problems in der Welleiimechanik ungeandert 
erhalten b lei ben. Zu dem Ende betrachten wir die Potenz- 
entwicklungen von nnd in der Nahe der Stellen r == 0 und r = oo. 

Wir haben fiir r = 0: 



Nach (23) ist 

(29 a) VC = A(z+i), 


d. h. gleicb unserem Werte von /; dafi auch das Vorzeichen beider 
GroBen iiberemstimnit, ergibt sicb aus der SchliiBbemerkung in 
Zusatz 6c, S. 775. Somit gilt in der Nahe von r = 0 nack (29) 
und (29 a) 

(29b) = —1 + ... 


Andererseits baben wir fiir r = cx) (bis auf Glieder, die fur r = oo 
in hoberer Ordnung verscbwinden): 



Berecbnet man nun ^ y-^ dr nacb Eig. 155, so geben die beiden 

Stellen r = 0 und r = oo entgegengesetzte Beitrage, nairdicb 
beziigbcb 2 und — 2 st ?■ ganzen bat man also, wie be- 
bauptet, 

(30) ^y^dr = Q. 

Das gleiche wurde sicb zeigen, -wemi wdr die folgenden Kor- 
rektxonsglieder in der Entwicklung (28) bereohnen wiirden. Vor- 
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. !!*!■' 
; isn't) 
|r.^r 

ir‘'< 


l]il 

1^1 

•ii? 


n|i 

i’ 



•nr?! 




behaltlicli des Nach'weises, daB auch das Rest-Integral ve 
schwindet, liefert also Gl. (28) als Quantenbedingung 

(31) j)y,dr = ^'^A-]-2j + ^,dr=27ci(^-^-]fGj = n, 

genau so 'wie in dec fniberen Tbeorie, Zusatz 8, S. 80b. 

Was nnn das Restglied 7 betrifft, ,so wird es jetzt beqnem sei 
in dieses schon das Glied mit anfzunehmen, also statt (26) i 
schreiben: 

(32) 7 = y-Vo- 


Nach (24a) und (27) ist 
A d log E 


y = 


23 ri dr 


Vo 


i 


^ + 27 + -^' 


Der Ausdruck von B, lautet nach § 7, 61. (13) bis anf einen hi 
helanglosen Normierungsfaktor: 

(33) =r e-?/2^2.£(p); 

L ist ein mit dem Laguerreschen zusammenhaiDgendes Polyno; 
von dem wir fur das Polgende nur zu wissen hrauchen, daB es vc 
Grade ist; q ist mit r proportional. 

Aus (33) berechnet man, ahnlioh wie bei 61. (18): 


dlogli 1 , 2 + 

Die Beziehung zwischen q und r ist nach §7, 61. (3a) und (4 
wenn wir sie durch unsere jetzige GroBe A, 61. (23), ausdriioke 


(33a) q=:^iAr. 

Infolgedessen wird 


Biir groBe Werte von r lautet die Entwicklung von t/q (^gl- ob' 

(35) = = + 

Setzt man (34) und (35) in (32) ein, so erhalt man als Darstehi 
von Y fiir groBe p: 
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Daraus folgt, daB, -uin die Stelle r = co erstreckt: 

1 Tdg = A(Z + »,) - 2«i 
J 23r*2V*4j ^ V . 

Andererseits bekommen 'wir bei r = 0 als Entwicklung von y und yQ 
(man beachte, daB das Polynom L in (33) fiir ^ = 0 nacb Gl. (29) 
in § 7 gleich einer nicht verschwindenden Konstanten wird, ebenso 
seine erste Ableitung): 


y = 


+ y^ = 



4.%i\AG 
h Q 


Diese Stelle liefert also als Beitrag zu unserem Integral 



h 1 
2 jr 4 2 y A 


YdQ = — lh-\- 2 7ti^G, 


Der ganze Integrationsweg gibt dnrcb Znsammenfugen der Beitrage 
von r = 0 und r = oo: 



d. h. unter Berucksicktigung der Quantenbedingung (31) das 

Resnltat Null. ^ T dr versckTyindet also, “wie bebauptet wurde. 

Damit ist die erforderliche Erganzung beziiglLcb des Rest- 
Integrales geKefert, und unsere Methode aucb fur das Kepler- 
Problem strenge bewiesen. 



Kapitel 11. 


Storungs? und Beugungsprobleme. 
Das KreiselsElektron. 

§ 1 - 

Die Sclirodingersclie Stdrimgstlteorie. 

Vntei den vielen Bchonen Ergebnissen der Wellenmeohani 
nimmt die von Schrodinger entwiokelte Storungstheorie^) eir 
bevorzngte Stelle ein. Sie ist viel dnrohsichtiger und einfaoher a 
die astronomisohe Storungstheorie der Massisohen Meohanik tie 
braucbt niobt einmal mebr vor dem Drei-Korper-Problem (H 
Problem, § 8) zuxuckzuschrecken. 

A. Das Storungs-Schema im nichtentarteten Falle. 

In engem AnscbluS an S c hr d dinger betrachten wir ein Proble; 
welches wir bei Fortlassimg der Storungsglieder wellenmechanis 
Idsen kdnnen. Die Eigenfunktionen des ungestorten Proble: 
seien die zugehorigen Eigenwerte Diese werden zunaci 
als einfach vorausgesetzt. Die Wellengleichung des ungestorl 
Problems schreiben wir: 

(1) L(^)-f 

L bedeutet wie in Kap. I, § 9 C einen linearen partiellen Different 
ausdruck zweiter Ordnung. Wir diirfen, vgl. Kap. I, § 11A bei Gl. (] 
voraussetzen, daB L „selbst adjungiert*' ist. Den Faktor p („Gewiol 
funlction“) nehmen wir hinzu, weil wir im allgemeinen krun 
hnige, jeweils dem Problem angepaBte Koordinaten q benut 
mussen, in denen die Funktional-Determinants D als Faktor z 
hinzutritt [vgl. ebenfalls Kap, I, § 11, 61. (10)]. Wir wal 
statt D die aUgemeinere Bezeichnung p,- weil wir gegebenen 
(vgl. Stark-Effekt in § 2) noch andere Faktoren in p einsohlu 
werden. 

Vgl. zu diesem ganzen § die „dTitte Mitteilung**, Ann. d. I 
80, 437 (1926). 
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Die Orthogonalitats-Bedingung fur zwei Eigenfunktionen ipj;. 
folgt aus dem aiJgemeinen Gr e enschen Satz [Gl. (20) in Kap. I, § 9]; die 
rechte Seite desselben versch\dndet wegen der den Eigenfunktionen 
aufzuerlegenden Randbedingung; infolge der vorausgesetzten Selbst- 
adjunktion ist M — L: 

I dq = 0. 

Hier bedeutet dq das Prodiikt der Differentiale der Koordinaten q; 
wegen (1) folgt: 

— i){il>iiPdq = 0. 

Daher die Orthogonalitats-Bedingung (i:=i=]c): 

( 2 ) j^Pifk^d'^q = 0. 

Die Nornaierungs-Bedingung lautet: 

(3) jtkPdq=l. 

Beim Hinzutreten einer Storung wird der Ausdruck L um ein 
kleines Giied abgeandert, dessen Kleinheit durch einen Parameter K 
gemessen werden moge. Tritt die Storung in der potentiellen Energie V 
ein, so ist das Storungsglied mit i) multipUziert. Wir schreiben 
unter dieser Annahme 

(4) L(^)JSJ pif; = Xsij; 

und verstehen unter s eine durch die Art der Storung gegebene 
Eunktion der Koordinaten. 

Ausgehend von dem A;ten Eigenzustande setzen wir 

(4 a) El = EJj£ £, ijj = X(p 

und erhalten aus (4) bei Vernachlassigung von Gliedern mit 
Li^k) + ^L((p) -\- EkPi)k + ^Elkptp -\-%spi\>k = 

Wegen (1) verschwindet die Summe des ersten und dritten Gliedes 
und es bleibt nach Streiohung des gemeinsamen Eaktors A: 

(5) L {(p) -\-\EkP(p = {s — B p) fk- 

Die linke Seite dieser inhomogenen Gleichung ist von derselben 
Form wie die der homogenen GL (1). Auf der rechten Seite ist 
die GroBe s zunachst unbekannt, kann aber vor der eigentlichen 
Storungs-Rechnung bestimmt werden durch den aUgemeinen Satz: 
Soil eine inhomogene Gleichung der Form (5) iiberhaupt 
losbar sein, d. h. eine stetige Losung haben, so muB die 
rechte Seite ^orthogonaL* sein zur Losung der homo- . 
genen Gleichung, d. h. zur Eigenfunktion 
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Dieser Satz bildet einen Eckpfeiler in der Tbeorie der Integral- 
Grleichnngen, ist aber scbon friiber in seiner allgeuaeinen Bedeutung 
von Lord Rayleigh erkanixt (Theory of sound). Er wird evident, 
wenn wir ihn am Beispiel der schvdngenden Membran erlautern. 
Die Differentialgleichung fxir ihre periodischen Eigenschvdngungen ist: 

( 6 ) + = 1 ^ = ^, 

WO Q die Dichte pro Placheneioheit, co die Kreisfreq[uenz der Eigen- 
schwingung und S die in der Membran wirkende Spannung ist. 
Lassen wir nun einen auBeren transversalen Druek P(a;, y) wirken, 
der irgendwde liber die Membran verteilt sein kann und dessen 
Periode 0 mit einer Elgenschwingung der Membran libereinstimmt, 
so wird er die Membran zu immer wachsenden Schwingungen an- 
regen; der periodische Endzustand ware die,,Resonanz-Katastrophe**., 
Soil diese nicht eintreten, so darf P im ganzen an der schwingenden 
Membran keine Arbeit leisten. Der Druck darf also z. B. nur in 
den Knotenlinien an^eifen, oder in entgegengesetzt schwingenden 
Sektoren gleiche GroBe haben usw. Die allgemeine Bedingung 
hierfiir lautet, da Pd6 die Elraft und u der von der Ruhelage aus 
zuruckgelegte Weg ist: 

(7) J Pud0 = 0. 

In der tJbertragung auf unseren Eall wird P = (s — 
und d(?= dq. 61. (7) verlangt also: 

(7a) 1(5 — sp) il>ldq = 0. 

Dies meihten wir, weim wir oben forderten, daB die rechte Seite 
von (5) zu der Eigenfunktion 'tjjk „orthogonal“ sein soUte. 


Aus (7 a) folgt nun sofort: 



Oder, wenn gemaB (3) normiert ist, noch einfacher: 

(8a) £==jsilj^dq. 

Den so bestimmten Wert von s setzen wir auf der reohten 
Seite von (5) ein und entwickeln sie nach den Eigenfunktionen des 
ungestorten Problems, nachdem wir vorher mit p dividiert haben. 
Es sei also: 

(9) - b) 

In gleicher Weise entwickeln wir die gesuchte Eunktion gp: 

( 10 ) = 

i 
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Da nach (1) 

Tind daher aiich 

L cp = — P j 

i 

iautet GL (5) minmehr 

S ^t(Eu — pr\>i = f'^Ai 
i i 

Durch Koeffizienten-Vergleichung folgt: 

(10a) 

also wegen (10) 

(11) 

laBt sich in Fourierscher Weise ans der Definitionsgleichung (9) 
berechnen; mit Rucksicht auf (2) und (3) wird 

(12) Ai=:^(s—E‘p)^^'pidq=^si^,^'itidq 

und im besonderen mit Rucksicht auf (7a) Aj^ = 0; das Ausfallen 
des Gliedes mit k in der Summe (11) mdge weiterhin wie ubUch 
durch -2" angedeutet werden. 

Hiermit ist unser Storungsproblem in auj3erst ubersichtlicher 
und allgemeiner Weise gelost: Einsetzen von (Sa), (11) und (12) 
in (4 a) liefert for den gestorten Eigenwert und die gestorte Eigen- 
funktion 

„ 'ibi 1 s lb 1 . ibid (7 

(13) E = E,+kjail,tdq, + A S - ' 

Es bleibt nur noch ein Wort zu sagen fiber die Moglichlceit der 
Entvicklungen (9) und (10). Diese ist von speziellen Fallen her 
(trigonometrische und Kugelfunktionen) wohlbekannt und wird in 
der mathematischen Literatur, am scharfsten in der Theorie der 
Integralgleichungen, fiir beliebige Eigenfunktionen bewiesen, bei 
eventueU etwas einzuschrankender WiUkiir der zu entwickelnden 
Funktion. Hier woUen wir nur betonen, daB die Folge der Eigen¬ 
funktionen naturlich v oils tan dig sein muB; man darf ja z. B. in 
einer Fourier-R-eihe kein Kosinusglied fortlassen, wenn sie im- 
stande sein soH, eine aUgemeine Funktion darzustellen. Auf die 
zur Priifung dieser Bedingung aufgestellte^) „Vollstandigkeits- 
Relation^S die im EinzeHalle schwer zu handhaben ist, wollen wir 
hier indessen nicht eingehen, sondern woUen uns auf einen fiir das 

^) Courant-Hilbert, Kap. 2, § 1, GL (9) und (9')- Wir werden 
diese Relation in §7B ableiten. 
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Folgende wesentlichen Hinweis beschranken: In vielen Probleipen 
der Wellenmeebanik (Kepler-Problem, osciUierender Rotator) gibt 
es, wie wir wissen, nicht nnr ein diskretes, sondern auch ein 
kontimiierliches Spektrum von Eigenwerten. Es ware unzulassig, 
die diesem kontinuierlichen Spektrum entsprechenden Eigen- 
funktionen bei der Entwicklung fortzulassen. Wir baben also die 
Summation in (13) so aufzufassen, dafi sie in solohen Fallen auch 
ein Integral liber die kontinuierlichen Eigenwerte einschlieBt. Zum 
spateren Gebrauch deuten wir dies in (13 a) an, indem wir den kon¬ 
tinuierlichen Energie-Parameter mit E' und die zugehorige Eigen- 
funktion mit bezeichnen: 


(13a) +aS 


il^ij silfutidg 

■®jt — 


+ X 


J E„ — E' 


dW. 


B. Storung bei mehrfachen Eigenwerten. 

Die bisher dargestellte Methode geniigt bereits, um einige der 
wichtigsten Storungsprobleme zu behandeln: den Stark-Effekt, § 
die Dispersionstheorie, § 3, den Photoeffekt, § 4. Die ganze Schonheit 
der Schrodingerschen Storungstheorie tritt aber erst unter etwas 
komphzierteren Umstanden in die Erscheinung, wenn namhch das 
Problem entartet, d, h. der Eigenwert im ungestorten Problem 
mehrfach ist. Das hervorstechende Beispiel fur die dann einsetzende 
verfeinerte Storungsrechnung ist das Hehum-Problem, § 8. 

Ausgehend von Gl. (1) nehmen wir an, daB zu dem Eigenwert 
mehrere linear unabhangige^) Eigenfunktionen gehoren: 

--M i’ka- 

Wir sprechen dann, wie in Kap. I, § 3 0, von einer (a — l)-fachen 
Entartung. Wir wollen annehmen, daB diese auf 1 normiert. 
und nicht nur gegen die anderen Eigenfunktionen sondern auch 
unter sich orthogonalisiert sind. Daduroh sind sie aber noch nicht 
eindeutig bestimmt. Wir konnen sie viehnehr einer beliebigen ortho 
gonalenTransformationunterwerfen, ohneihren Orthogonahtats- 
und Kormierungs-Charakter zu zerstoren. Setzen wir namhch,. 


^) ^Linear unabhangig‘* bedeutet in unserem Falle ersichthch, daB- 
zwisohen den keine Beziehung der Form 

= 0 

bestehen soil, wo die C/ Konstante sind und der Index i irgend- 
welche Zahlen aus der Reihe 1 ... a durchlauft. 



§ 1 B. Stoning bei mehrfaehen Eigenwerten. 
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unter den jS die Koeffizienten einer beliebigen orthogonalen Sub¬ 
stitution im Raume von a Dimensionen verst anden: 

a 

4'kh = ^(0 
1 

a 

1 

und berecbneii wir die charakteristiscben Integrale der Grin. (2) 
und (3) roit diesen so finden wir wegen der Orthogonalitat 

der einerseits und der p andererseits: 

l^^khi'kk^pdq = 22 PhiPh’jfi>kiiptjPdq 

= 2 {1... A= h’. 

D. h,: Die Gin. (2) und (3) sind auch fiir die erfuUt, wenn sie es 
fiir die waren. Diese WiUkiir in der Wahl der Eigenfunktionen 
macht sicb die Schrodingersche Storungstheoriej wie wir sehen 
werden, in aufierst eleganter Weise zunutze. 

Die Existenz mehrfacher Eigenwerte ist aus der klassischen 
Mechanik, insbesondere aus der Theorie der schwingenden Meru- 
branen woMbekannt. Wir sprecben im folgenden von der scbwin- 
genden Membran, nicht von der experimentell bekannteren schwin¬ 
genden Platte (Chladnische Klangfiguren), weil die Membran 
mathematisch einfacher ist und den wellenmeehanischen Problemen 
naher steht als die Platte. Betrachten wir als einfachsten Fall eine 
rechteckige Membran mit festen Randern x = 0 und a, y = 0 
und b. Die Losung der Gl. (6) ist dann (bis auf einen willkurliohen 
Amplituden-Eaktor): 

. m7tx . nuty 

u = sin- sin —• 

a b 

Der zugehorige Eigenwert wird nach (6): 



Er ist einfach, wenn a und b inkommensurabel sind. Denn dann 
^bt es keine zwei Zahlen m und n, die zum gleichen Werte von h 
fiihren. 

Anders bei der quadratischen Membran b = a (oder all- 
gemeiner bei einer rechteckigen Membran mit kommensurabeln 
Seiten). Dann wird 

( 15 ) + »®). 

a 


(14) 

und ebenso 
(14a) • 
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f 

f 

i 

) 


Vertausclumg von m und n laBt den Eigenwert ungeandert, andert 
aber den geometriscben Charakter der Eigenfunktionen. In der Tat 
sind die beiden Schwingungszustande 

. mnx . n%y 

u. = sin-sin-, 

^ a a 

( 16 ) 

. n%x . mity 

Uci = sin-sin- 

^ a a 

im allgemeinen voneinander verscbieden. hat z. B. m + 1 Knoten- 
linien in der aj-Bichtung, Wg deren n 1 iisw. Nur im EaUe n 
werden und einander gleich. 

Mit Ausnahme der Grundschwinguiig m — n=l und 
der zu ihr harmonischen^) Oberschwingungen m = 72. sind 
die Eigenwerte der quadratischen Membran mindestens 
zweifach. Hdhere Entartung tritt unter gewissen zahlentheoreti- 
schen Bedingungen ein^). 

Bei zweifachen Eigen*werten sind nun zugleich mit (16) alle Eunk- 
tionen der Sohar ^ 

(17) 2;= ^2^2 


(Aj und ^2 mUkurhch) Eigenfunktionen. Will man dafiir sorgen, 
daB die v ebenso wie die u normiert sind, so wird man stattdessen 
setzen (;' vdllkurlich): • 

j«i — cosy +sin 
^ 1 ^2 = — siny -j-- cos y 


in voUer Analogic zu (14). Wie stark der geometrische Charakter 
der Eigenschwingung mit Ai, Ag (bzw.y) variiert, zeigt Kg. 14; sieist 
flic den Fall m= 1, n = 2 gezeichnet. Nooh mannigfachere Ge- 
stalten®) der Knotenlinien treten ftir > 2 auf. Alle Schwingungs- 

typen der Figur sind unter sich gleichberechtigt. Die Falle Ag = 0, 
und Ajl = 0, w = in denen die Knotenlinien gerade und 
zu den Quadratseiten parallel werden, sind vor den iibrigen 
Schwingungstypen durch nichts bevorzugt. 

Wenn man nun den Sohwingungszustand ein werdg stort, so 
liegt durchaus kein Grand vor, weshalb sich der gestorte Zustand 
gerade an die Funktionen-% oder stetig anschlieBen sollte. Viel- 
mehr wird er sich, je nach der Art der Storung, aus 


^) Wenn m — n, folgt ana (6) und (16) == d. h. ist 

ein harmoniseher Oberton des Grundtons dagegen ist (on,m ™ 

allgemeinen unharmonisoh. 

Vgl. das lehrreiche Buch von F. Pookels (nach Vorlesungen von 
Felix Klein); t)ber die partielle Differentialgleichung /dw + h^u = 0, 
Teubner 1891, insbesondere S. 79 u. f£. Die Entscheidung fiber den 
Grad der Entartung hangt von der Primzahl-Zerlegung der Zahl 
ab. 

^) Vgl. Pockels, S, 80. 



§ 1 B. Bigenschwingxuigen einer Membran, 
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demjenigen Scbwingungszustand der Schar entwiokeln, 
der der wirkenden Stoning am beaten angepaBt ist. 
Man wirke z. B. durch leisen Druck des Eingers axif die acnwingende 
Membran ein [Sonderfall des Druckes P in Gl. (7)]. Dann wird 
diejenige Eigensclnvingnng der Schar bevorzugt sein, deren Knoten- 
lirde durch ^e Druckstelle geht. 


Kg. 14. 



Ejiotenlinien der quadratisolieu Membran: v = + ^2 U21 

, = 1, = 2. 


. TKlTtX , 71512 /'! 

u-i = sin - sin —- 

a a 


. nJtx . msty 

Wa = sm — sin -^ 

d tt ^ 


Die Kurven-Nummem bedeuten folgendes; 


Kur^e 1 

2 

3 

4 

D 

n 

B 

8 

. . . . 1 

1 

1 

Vs 

0 


1 

1 

^2 • • • • 0 

‘-1/2 

— 1 

1 

1 

1 

1 

Va 


Ebenso liegen die Dinge bei der kreisformigen Membran, 
Fig. 15. Ihre Eigensohwingungen sind dargesteUt durch 

(18) M = mg). 

SllX 

Der Beweis folgt aus den Eechnungen in Kap. I, § 2 B, wenn man 
sie von drei aS zwei Dimensionen, also von Kugelfunktionen auf 
trigonometrische Funktionen ubertragt- Jm ist die Besaelsche 
Funktion vom ganzzahligen Index m, Jcm,n die nte Wurzel der 
Gleiohung Jm {ha) == 0, der Radius der Membran, deren Umfang 
als festgehalten vorausgesetzt ist. hm,n ist zu^eich der allgemeine 
Eigenwert der Membran. Er ist nach Ausweis von (18) zwei- 
fach. Einfach sind mir die Zustande (m= 0) mit lediglich 
kreisformigen Knotenlinien 

(18 a) v, = (^ 0 , 71^5 

zu denen auch der Grundzustand (m = w = 0) gehorb: 

(18 b) at = ^o(^o,o0* 

Sommerfeld, Atombau tind Spektrallinian. Erg.-Bd. 


12 
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Hokere als zweifaoke Eigenwerte treten bei der kreis- 
formigen Me mb ran nicbt anf. Ganz ahnlicbes werden wir 
beim Helium-Problem *wiederfmden; Einf acker Grundzustand 
(S-Zustand), zweifacke angeregte Znstande. 

Die lineare Sckar von Eigenfnnktionen, die, zum gleioken 1cm,,n 
mit m > 0 gekorig, sick zwiscken die beiden in (18) znsammen- 
gefaBten Eigenfunktionen und interpoliert, wird dargesteUt duroh 


= cosy+ siny Wg = ciosm(g) — y). 


Wakrend die kreisfdrmigen Knotenlinien innerkalb der Sckar fest- 
liegen, sind die radial verlaufenden geradlinigen Knotenlinien mit y 
variabeL Eine kinziigefugte Stdrung suckt unter iknen diejenige 



Lage y aus, welcke der Natur 
der Storung angepaBt ist. 

Pig. 15 stellt den Pall 
m = 1, = 2 dar: ein Durck- 

messer von unbestinimter Lage 
ist Kjiotenlinie; die kreisfor- 
migen Emotenlinien reduzieren 
sick auf den Eand der Mem- 
bran und einen Kreis, dessen 
Radius der ersten Wurzel von 
== 0 entsprickt. 


Knotenliaie der kxeisfdnnigezi Membrau: 
v — n »*) cos 

Wl = 1. 71 = 2. 


Es entspiicht: 



Wir kehren nun zur Wellen- 
meokanik zuriick, betrackten 
Gl. (4) mit der Storungs- 
funktion s und setzen Ej,. als 
a-facken Eigenwert voraus. 
Der Ansatz (4 a) liefert auck 


jetzt Gl. (6), aber mit dem 
Untersckied gegen friiker, daB fur irgend eine der a Eigen¬ 
funktionen gesetzt werden konnte. Indessen wissen wir von 


dem Beispiel der Membran ker, daB diese keine bevorzugte 
RoUe spielen, daB vielmehr die Storung aus der a-facken Sckar (14) 
diejenige auswaklen word, an die sie sick stetig ansckkeBen kann. 
Wir setzen also auf der reckten Seite von (5) statt ernes be- 
sonderen Tpisi das aUgemeine und kalten uns die Wahl der darin 


entkaltenen Substitutions-Koeffizienten frei. Wie sind diese 
Koeffizienten zu waklen ? DarauE antwortet der unter A erlauterte 


Satz, der fiir den gegenw^tigen Pall folgendermaBen zu prazisieren 
ist: Die reckte Seite der inkomogenen Gleickung muB orthogonal 
sein zu samtlicken Losungen der komogenen Gleickung. Dies 
ergibt an Stelle der einen Bedingung (7 a) die a Bedingungen: 


f (s — =0, 7 = 1,2,... oc. 


§ 1 B. Haiiptachsen-Problein der StSrungs-Theorie. 
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Indem wir die Darstellung (14) fiir emsetzeiij erhalten wh (der 
Index % kann bei zunachst fortbleiben): 

(19) '^Pi\(a—sp)ipki'$kjdq — 0. 

Wir fuhren mit Scbr5dinger die Abkiirznngen^) ein: 

(20) = J s il)kii>k 3 ^ i 

und bertioksiehtigenj dai3 die unter sicb normiert sem soUten, 
daB also gilt: 

j ■’I’kt’^kjP^S = Sij = I 

Dann lantet das Gleickungs-System (19) in ausgeschriebener Form; 



f /5i(«u — «) + /3j£ia H- 

Pet ct - 

0 , 

(21) < 

1 Pi ^21 + 

Pi (ha — «) + •• 

' pa ^2 a 

0 , 


filial 


Pa a 

■ £) = 0 . 


Wir haben also, wie so oft in der matbematiscben Physik, ein „Haupt- 
acbsen-Problem“ vor uns. Die hiernach moglicben Werte von 6 
geben die GroBe, diejerdgen der p die Ricbtung der Hauptachsen. 
Durob Elimination der p folgt fiir a eine Gleichung a ten Grades 

^11 ^12 * ■ ‘ a 

( 22 ) £211^22 £***£2 a ■—“ 0 , 

. ^otce £ 

welche wegen = £ji genau a reelle Wurzeln bat. Zu jeder dieser 
Wnrzebi gebort nacb (21) ein besonderes Wertsystem der p nnd daber 
nacb (14) eine nunmehr bestimmte Eigenfunktion aus unserer 
Scbar. Nur wenn Gl. (22) mebrfacbe Wurzeln bat, bleibt 
unbestimmt, so daB die Entartung nur teilweise aufgeboben wird. 

An diese a Eigenfunktionen sobbeBen sicb bei von NuU an 
wacbsendem A die gestorten Eigenfunktionen stetig an. Letztere 
konnen auf Grand der Gl. (5) abnlicb vde in (10) und (11) folgender- 
maBen bereobnet werden: Man setzt auf der recbten Seite von (5) 
fiir e und ein zusammengeboriges Paar der soeben berecbneten 
Werte £j^ und ein und entwickelt diese recbte Seite nacb Division 

1) Die Sij sind direkt die „Matrix-Blemente“ der Storungsfmiktion s, 
kOnnten also mit Sij bezeichnet werden, analog zu den Matrix- 
Elementen qij der Koordinate q, 

12 -^ 
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mit p ebenso wie die gesuchte Fuiiktion (p (deutlicber gesobrieben q) 
naoh den Eigenfimktionen wobei I von 1 bis oo, i von 1 bis 


variiert: 

(23) - 6ft) ^ftft = 2 S 


(24) 9>ft = 2 2 

Aus der Differentialgleiclnmg (5) folgt dann ganz aknlich wie in (lOi 


(25) 

wobei nacb 


(23) fiir I Jc wird 

Alt = J 8i\)th'^iidq. 


Das SchlnBresxiltat lantet, in Analogic zn 61. (13): 


•® = -S'* + 

(26) < ,1-1 , I -) 

^ = = i>hh + ^ ^ ^ 

Das Komma bei bedeutetwie in (13), daB der Wert l=^h bei d( 
Summation fortzulassen ist. Der Index h numeriert die a Ve: 
zweigungen, in die das entartete Problem bei der Storung aufspalte 
und entspricht den a Losungen unserer algebraisohen 61. (22). 

Strenggenommen ist das alles nur ein erster Scbritt zur vo] 
standigen Losung des Storungsproblems, der durcb die Naberunge 
zweiter, dritter . . . Ordnung, d. b. durcb 6beder mit A® . . . z 
erganzen ware. Diese boberen Naberungen werden, wie bei aUe 
Storungs-Recbnungen, im allgemeinen sebr unxibersicbtbob, i] 
6egensatz zur ersten Naberung, die, wie wir geseben baben, fiir de 
entarteten ebenso wie fiir den nicbtentarteten Fall, von Scbrc 
dinger in eia auBerst elegantes Schema gebraoht worden ist. Bei] 
Stark-Effekt werden wir aucb die zweite Naberung obne zu grof 
Mube berecbnen. 


§2. 

Der Stark-Eftekt. 

In der 61eiobung des Kepler-Problems, Kap. I, § 7, 61. (1 
fugen wir zur potentiellen Energie F= —Ze^jr das 61ied eF 
binzu, indem wir ein bomogenes, relativ kleines auBeres Feld . 
in der aj-Ricbtung annebmen. Wir setzen 


§ 2 . Der Stark-Effekt. 
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(die Elektronenmasse haben wir [jl genannt) und erbalten statt der 
genannten 61. ( 1 ): 

( 1 ) + + 

Die wortHche Anwendung des in § 1 besobriebenen Verfahrens 
wiirde darin bestehen, die rechte Seite von ( 1 ) nach den Eigen- 
funktionen des Kepler-Problems 

^ = i 2 (r)P»» (cos 

zu entwickeln. Dieses Verfahren wurde genau der Bohrscben 
Behandlting des Stark-Effekts in Kap. 5, § 6 entsprechen nnd ist 
von Scbrodinger in § 5 seiner „dritten Mitteilung^ durcbgefuhrt 
worden. AufschluBreicber und mathematiscb befriedigender ist 
es aber, das Analogon znr Methode von Schwarzscbild und Ep¬ 
stein zu suchen, die Stdrungsrechnung hinauszuschieben und das 
Problem zunachst in parabolischen Koordinaten strong zu separieren. 
Vgl. hierzu § 3 und 4 der Schrodingerschen ,,dritten Mitteilung“. 


A. Die Wellengleichung in parabolischen Koordinaten. 

Die parabolischen Koordinaten^) 17 , 9 sind genau so zu 
definieren wie in Zusatz 10, 61. ( 1 ) bis ( 8 ): 

( 2 ) » = — ’?®)> y = ^V cos 9 , z = sin (p. 

In ihnen schreibt sich die kinetische Energie, als Eunktion der 
Koordinaten und Impulse dargesteUt, nach 61. (12) im gleioheii 
Zusatz: 

+ (f+?) 4 

Ubertragen wir die Bezeichnungen aus Kap. I, § 11 , 61.(1) auf 
unsere gegenwartigen Koordinaten, so haben wir hiernach 

[Sa = [M] = 

[|i?] = [ijgj] = [9I] = 0 

und nach (14) und (15) im gleichen §: 

Sohrodinger benutzt die Koordinaten; 

h = v\ 9> = 9- 



182 


Kap. II. StSrungs- und Beugungsprobleme. 


Alls der dortigen Gl. (10) folgt daher als Wellengleichung des 
Stark-Effekts: 


(3) 


(d/ dil>\ d ( <9^\ d 


+ 


^9 |j} dtf 

22;c» &I 

r + V 2 


(I® — i’ =p- 


Dabei haben w, vgl. (2), gesetzt: 

rr , _ 

F = — — + eFx = 




■T 


r ■ r + 1 ?* ' 2 

9 kommt in (3) „zyldisch“ vor. Dies legt den Ansatz nabe; 
Aus (3) "wird dann nach Division mat 

r 1 d 




_^ 0 J 

SsrV 1 


^ i 


(4) 


Diese Schreibweise lafit die Mogbchkeit weiterer Separation erkemien: 
1st jS eine SeparationskoxistaiLte, so zerlegt sioh (4) in: 

und 

n^VdriJ^nr 

Beide Gin. (5) lassen sioh weiterhin gemeinsam behandeln. Wir 
fuhren im Anschlufi an Zusatz 10, Gl. (19) und (20 a, b) die Ab- 
fcurzungen ein: 


VI* 


'^]h = o 


( 6 ) 


= 1 ^' 


/ 


j=^(2e»qr,8), G = 
und fassen (5 a, b) zusammen ia; 


7]V 

T 


k = 
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Die ungestorte Gleicliiing (A = 0, Kepler-Problem in para- 
bolisohen Koordinaten) ist Gl. (3) in Kap. 10, § 7 analog. Hire 
Integration braucht daher nur angedeutet zu werden, wobei wir 
uns anf den Dnterfall E <,0, A < 0, diskretes Spektrum, be- 
scbranken werden: 

Asymptotische Losung: / = e"" 

Unbenannte Variable: p = 2 V A r. 

Ansatz fiir /: / = e ^ v. 

Differentialgleichung fiir v: 






Q 



V = 0, 


Entwicklung fiir die Umgebnng von p = 0: v = . 

Charakteristische Gleiolmng fiir y: = — G, also naoh (6): 


Eieknrsionsformel fur die a: 

+ l + + ^)-T+y^|=0- 

Polynom-Bedingnng, Abbrechen der Rekursion fiir 


(9) 


? l.m 

7 = T+2+”<- 


% vertritt die beiden Werte nnd Wg, die beziiglicli zu und /g 
gehoren, ebenso wie B zwei Werte vertritt. Durcb Addition der 
beiden Gin. (9) fiir 1, 2 entsteht [A ist naoh (6) einwertig]: 


/irv\ 2 3 C®w Ze^ , 

( 10 ) y— = I ^m + n^ + n^ = n. 

Die rechte Seite nennen wir „Hauptquantenzahl Durch Qua- 
drieren und Einsetzen von A entsteht die Balmersohe Eormel 


_ _ _ BhZ^ 

Insoweit haben wir nur gezeigt, daB sich das ungestorte Kepler- 
Problem ebensogut in paraboHsohen Koordinaten integrieren laBt 
wie in Polarkoordinaten und in jenen zu dem gleichen Ergebnis, 
der Balmerschen Eormel, fiihrt, wie in diesen — alles in tJber- 
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einstimmung init dem friiheren Verfahren in Kap. 6, § 5, S. 368 
unten. Dabei sind nach den vorstehenden Formeln die Bestandteile 
/i? i% xingestorten Eigenfunktionen gegeben durch 
_^ w 

(12) /=« W = ^ fflyO”. 

0 

Die Differentialgleicbnng fiir w folg*t aus derjenigen fur v, Gl. (8), wenn 
man die Werte von G aus (6) und von Bji — A aus (9) einsetzt: 
Qw” (m 1 — q)w' ThiW = 0 . 

Der Vergleicb mit (12a) in Kap. I, §7 (Differentialgleichung der 
Ableitungen der Laguerreschen Polynome) zeigt, daB 


B. Storung der Eigenwerte in erster Ordnung. 

Wir wenden uns nun zur Storungsgleichung (7), die wii 


zunaobst durob Einfiihrung von p = 2 V — A r vereinfaohen zu; 

B 1 

-I— 

4 


/" + T/'+(-i + 


(14) 

Hier ist gesetzt [vgl. (6)]: 


Tjnr 


f- 




(15) 



X 




T' 


X bat, je nacbdem / die Separationsfunktion oder /g bedeutet 
naob (6) entgegengesetztes Vorzeicben. Ebenso bat Bjy — A 
nacb ^(6) verscbiedene Bedeutung, je nacbdem es sicb um oder /, 
bandelt. Diese GroBe stellt den Eigenwert unserer Gl. (14) da] 
und soil abkiirzend mit bezeicbnet werden. 

Dm das aUgemeine Verfahren des vorigen § direkt anwendei 
zu konnen, mtissen wir vorber unsere Storungsgleicbuug (14) selbst 
adjungiert macben, was in unserem Ealle eiofacb dadurob gescbiebt 
daB wir sie mit q multipbzieren. Dadurob gebt (14) liber in 

(l^a) = 


Die erste Naberung des Eigenwertes oy wurde in (9) bestimm- 
und soU ijo beiBen, wobei aucb rjQ wegen der darin vorkommendei 
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parabolischen Quantenzahl fiir und /g verschieden ist. Wir 
entwickeln nun vj und / im Sinne des vorigen § nach dem Storungs- 
parameter (15): 

(16) ^ = /=/„ + A'9, 

WO /o durch (12) gegeben ist. 

Eintragen von (16) in (14 a) liefert bei Vernachlassigung eines 
Gliedes mit fiir g? die Gleicbung: 

(16 a) + = 

Daraus folgt nach. Gl. (8) in § 1 (in unserem Falle ist 5 = p = 1, 

dq^dQ): 

(17) S = J, K=^Q^fldQ, J=^fldQ. 

0 0 


Bei der Bereclinung von J und K verfahxen wir nach dem 
Vorbilde von Kap. I, § 7, Gl. (17). Infolge unserer jetzigen Gin. (12) 
und (13) ist 




wobei wir abkiirzend v = m + gesetzt haben. Es konnen also 
beide Integrale J und K in die Form geschrieben werden; 


(18) 


00 

0 




wobei G eine ganze Funlttion vom Grade v bei J, vom Grade v 2 
bei K ist: 

J) G = Q'^w=aQ^-] -, 

K) G = + + ^ + CQ^-\ - 

Um J zu berechnen, wendenwir in (18) m-malige partielle Integration 
an, wobei wir, wie sich zeigen wird, die Differentiation nur an e-Q 
auszufiihren brauchen: 

oo 

J z=z J ^ (fl ‘ 0 ^ Q* 

0 


Setzen wir nun fiir Lv die Darstellung (14) aus Kap. I, § 7 ein, so 
hebt sich die Exponentialfunktion heraus und wir erhalten: 

00 

7=1 + • • •) ^ (9"e-?) dQ. 

0 
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Hier konnen -wir abermals partieU integrieren, wobei alle Glieder 
mit Bxponenten < v fortfallen: 


J = (— lyvla j Q'e-^dQ = (— iy(v\fa. 
0 


In ganz analoger Weise findet man 

K = {— iy{v\y[c + (v+l)(v+l-‘m)b 

+ l(y +l)(v + 2)(v+l— m)(v + 2 m)d]. 

Also wird 

6 


(19) 


+1 (v -f 1) (v + 2) (v -j- 1 — m)(v +2 — m). 


Um Her die a, 6, c zu bestimmen, hat man auf Gl. (29) in Kap. I, 
§ 7 zuriickzxi^ehen; es ergibt sich dnrch m-malige Differentiation; 


w = 




u-e^ ^ ((v —m)! ^ 

1 v^(v-iy(v—2) l 


v®(a/—1)1 

— m_ r^V — 1 

1)1 ^ 


2 (v — m — 2)1 




Daraus entmmmt man das Yerhaltnis unserer Koeffizienten a: bio 
von Gl 


cl b 

— z= V (v — 1) (a; — m)(v — m — 1), — = — v(v — m). 

(I ^ CL 

Einsetzen in (19) liefert scbJieBlicb: 

(20) j= 6v» +6v(l —ot) + w® —3mH-2. 

Dies ist nacb (17) die Eigenwert-Storting £, wobei wir zwiscben 
5^ tind ag tmtersobeiden miissen, jenachdemes sick um den Eigenwert 
von /j^ Oder /g bandelt. Im folgenden brauchen wir nur die Differenz 
Si — ag, welche sick nack (20) berecknet zu: 

a^ — ag = 6 (vi — Vg) (^1 + ^2 + 1 ^)- 

Nack der Bedeutung von = m + und von n= l + wi + ^+Wg 
ist die vorstekende Gleickung identisck mit: 


(21) 


^3 — 6 (tZ^ Tig) Ti- 
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0. Der Stark-Effekt erster Ordnung. 

Wir schreiben jetzt den gestorten Eigenwert rj fiir beide 
parabolischen Koordinaten naob (16) bin, wobei wir tJq aus (9) und 
A' aus (16) einsetzen [wegen des Vorzeicbens bei |A| vgl. (6)]: 


( 22 ) 


Vi 


Vt 


4 + ? + + 


!A| 


_w 


I m 


Nun ist = Bj^ — A und daher naob (6): 


(23) 


Vi = 


Vi 


h^i— A 


(Ze^ + /3). 


h^i—A 

Wir bekommen also durob Addition der beiden Gin. (22) 


2«®u Ze^ Ul 

A® y_ A (2 V— A)= 


(«i — «!l) 


Oder wegen (21) 

^ 2 jrV Ze^ 

(23 a) - 


= » 1 + 


6 |A[(to^ — 

( 2 V-A)* 


A* y_ A 

Unter konsequenter Vernaoblassigung von )? entstebt bieraus 
( \ A _ 1 / 3 |^|(w,-7.,) \ 

\2,^lL){Ze^f n^\ 2 i—A»j 

T.inks setzen wir A aus (6) ein, reohts die nullte Naberung von A 
aus (10) und erbalten: 

_ 1 3 AB|A|(ni —»i,)ra 

~ 2^VW “ 16 

Beriicksiobtigen wir scbbefibob die Bedeutung von A, Gl. (6), und 
diejenige der Rydberg-Konstanten B, so baben wir 


(24) 


_ , 
— «a "I 




8 7t^fieZ 


{n,—n^)n. 


Dies ist genau die Scbwarzscbild-Bpsteinsche Eormel fiir 
den Stark-Effekt erster Ordnung, wie wir sie in Kap. 5, § 5 diskutiert 
und mit der Erfahrung vergboben baben, siebe speziell Gl. (1) da- 
selbst. Aber nicbt nur das Ergebnis ist das gleiobe, sondern aucb 
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der Weg, auf dem w zu ilim gekommen sind, lauft dem fruhea:en 
Wege in Znsatz 10, S. 821 parallel. Z. B. mufiten -wir Mer wie dort 
die Separations-Konstante durch Addition der beiderlei Werte 
von Bji — A eliminieren. Auch die Bereehnung von A aus der so 
erhaltenen Summe verlauft auf beiden Wegen gleioh. Der XJnter- 
schied besteht nur darin, dafi -wir Mber J?/V — A durcb eine naherungs- 
weise ausgefuhrte komplexe Integration bestunmten, bier aus einer 
Differentialgleichung, die naherungsweise nach der Storungstheorie 
integriert wurde. 

Wir haben uns bier explizite imr mit der Energie E bescbaftigt, 
die wir aus den gestdrten Eigenwerten ri unserer beiden Differential- 
gleicbungen zusammensetzten, und baben die Separations-Konstante 
jS eliminiert. Impbzite entbalt unsere Recbnung aucb die Storungs- 
Korrektion von die sicb nacb den Gbi. (23) aus den gestdrten 
Werten von 9^ unmittelbar entnebmen laBt, 

Um die Metbode dieses § gegen die allgemeinen Vorscbriften 
des vorigen § zu orientieren, bemerken wir folgendes: Das Kepler- 
Problem ist entartet; seine Stdrung ware also naob § 1 B zu be- 
bandeln gewesen. Statt dessen baben wir es vorgezogen, das ge- 
stdrte Problem zu separieren und die einfaoberen Metboden von 
§ 1 A anzuwenden. DaB dies mdglicb war, berubte auf einem all¬ 
gemeinen Satz aus der Tbeorie der SturmrLiouvillesoben 
Bandwert-Probleme: die Bigenwerte bei gewdbnbcben Differential- 
gleiobungen dieses Typus sind stets einfacb. Dementsprecbend 
sind bei unserer Stdrungsrecbnung nicbt von der Energie E 
des Gesamtproblems, sondern von den Eigenwerten rj der separierten 
Differentialgleicbungen ausgegangen und baben diese durcb 
Storungsglieder korrigiert. Erst zum ScbluB sind wir in Gl. (24) 
zur Gesamt-Energie E des Problems iibergegangen. 

D. Stark-Effekt boberer Ordnung. 

Wir vervollstandigen den Ansatz (16), indem wir Eigenwert 
und Eigenfunktion in eine Potenzreihe naob dem Storungsparameter 
entwickebi: 

(25) ^ = /=2r‘/*- ■ 

Mt (26) geben wir in 61. (14 a) ein. Indem wir die Eaktoren der 
verscbiedenen Potenzen von A' gleiob Null setzen, ergibt sicb ein 
System von Gleicbungen zur rekurrenten Berecbnung der Die 
erste derselben ist GL (16 a) in etwas abgeanderter Bezeicbnung, 
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die „nullte“ die Differentialgleiohang des ungestorten Kepler- 
Problems in paraboHsohen Koordinaten. Die Aj-te- Gleiobung des 
Systems lautet: 

+ (i?o —j — — -Wo- 

Uns interessiert der Fall 1c= 2: 


(-1.—= (e’-'iO/.-i./.- 

Die Losung der zugeborigen homogenen Gleichung (linlie Seite 
gleich Null gesetzt) ist /q. Zu dieser Losung mu6 die reobte Seite 
jjorthogonar* sein [analog Gl. (7a) in §1]. Das bedeutet in den 
jetzigen Bezeichnungen: 

J{(9® — Vi) fi — Vi /o) fodQ = 0, 

also 

(26) JVi = j9^UhdQ-ri,^UhdQ. 


J ist das Integral aus Gl. (17); um die rechte Seite auswerten 
zu konnen, mussen wir zunachst kennen. ist identisch mit 
der Funktion <p in GL (16a) und wird nacb 61. (11) in § 1 be- 
recbnet. Wir entwickeln also die reobte Seite von (16 a), entspreobend 
der Vorschrift (9) in § 1 nacb den samtbcben Eigenfunktionen /q 
der ungestorten Gleicbung, wobei wir beriicksiobtigen, daB in unserem 
Falle die Gewiobtsfunlttion p = 1 ist, und daB -wir statt fi jetzt 
zu scbreiben baben: 


(27) = 


Auf der linlten Seite bedeutet /q oder deutbcber die Eigen- 
funktion nullter Naberung, von der wir ausgegangen sind, also die- 
jenige mit der parabolisoben Quantenzabl oder auf der 
recbten Seite bedeutet alle aibrigen Eigenfunktionen nuUter 
Naberung mit i ^ n. Die Darstellung fur wird dann nacb (11) 
in §1 


(28) 



foi 
n — i 


[die dort im Nenner vorkommende DiEferenz der Eigenwerte wird 
bier nacb 61. (9) einfaob gleicb n — i]. Daraus erkennt man 
zunacbst, daB das zweite Integral auf der recbten Seite 
von (26) verscbwindet. Denn bier bedeutet /q soviel wie /o„; 
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I 

Ki 


da ntin in (28) das Glxed mit ^ ^ ausfallt und alle Integrale 

j foifon^Q = 5^=71 wegen der Orthogonalitat verschwinden, so 
wird auch. 

Eintragen von (28) in (26) liefert also: 

(29) J Q^fonfoidg. 


Aus (27) folgt aber in Pourierscber Weise 

(29 a) j fonfoi^Q Vi ^ fonfoi^Q j 

Wieder verscbwindet das zweite Glied links wegen der Orthogonalitat; 
den Eaktor von rechts werden wir nennen, im Gegensatz 
zu dem bisherigen J == ^ fon wofiir wir weiterhin der Dentlich- 
keit wegen schreiben werden. Gl. (29 a) besagt also, wenn wir 
das erste Integral mit bezeichnen: 

(29b) Ti = J Q^Unhidg = AtJt. 

Tragen wir dies in (29) ein, so geht (29) iiber in 


(30) 



Jn 


Man sieht mm leicht, dafi = 0 ist, wenn 


i <,n — 2 Oder ^ > tz + 2, 


dafi also nur die folgenden vier Koeffizienten A weiterhin in Betracht 
kommen: 

—2j + -^71+ 2* 

Sohreibt man namlioh das Integral (29 b) in die Form (18) und 
setzt V = 77Z + so wird die ganze Funktion 0 = vom 

Grade m + ^ + 2 und dieser Grad wird < v, sofern i<,n >—%. 
Bei . den partiellen Integrationen, wie wir sie friiher ausgefiihrt 
haben, verschwinden daher schlieBlich aUe Glieder von G. Dasselbe 
gilt fiir z > 7z + 2, wenn man die Kolle von % und n vertauscht. 
Nach dieser Methods berechnet man auch die Werte von 7^ fiir 
4 = n T 2 und z = tz T 1, und daraufhin nach (29 b) Ai = Y^jJ^, 
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Wir geben sogleich die aufeinanderfolgenden Glieder der Summe 
(30) an: 

Ji 1 

= 4:v(v — m) (2 V — my i = n — 1 ^ 

= — 4 (v + 1) (v + 1 — m) (2 V + 2 — my i z=:n-\- I 
— —i(^+ l)(v + 2 — m)(v-\-l — m)i = n + 2. 

Daraus erhalt man durch Summieren die Storung ijg ^ di® einzelne 
parabolische Koordinate. Die Summe der ^ beide Koordinaten 
Tvird (die Hauptquantenzahl + + l sich 

herauszieben): 


C31') 12% = —2ra{4m* +17(w,+raj+l)»n 

\ -|- 34 (nl “h — Wj 7h^) +17 {n^ + + 18}. 

ri bedeutete in (25) denEigenwert jB/V — A fiir die einzebie paraboHsohe 
Koordinate. Deuten wir die Summe fiir beide wieder durch 2 97 an, 
so wird nach (6): 

(32) 


^ 2 % ^ 


Ze^ 


Andererseits liefert die Entwicklung (25), wenn wir nach (15) 
X' durch X ausdriicken und (9) durch n ersetzen: 

(33) + + 

Hier ist durch (21) gegeben. In dem zweiten Gliede rechter- 

hand setzt man fiir V— A den Wert erster Naherung aus (23a) 
ein, in dem dritten Gliede denjenigen nullter Naherung aus (10). 
Durch Vergleich von (32) und (33) erh^t man dann den Wert von A 
in zweiter Naherung, also nach (6) auch denjenigen fiir die 
Energie E. Der Stark-Effekt zweiter Ordnung wird durch das Glied 
niit im Ausdruck von E dargesteUt. Hierfiir erhalt man 

^6 Tp2 

Dieser Wert ist gleichzeitig^) von Wentzel und Waller gefunden 
worden. Beide benutzen noch nicht die Schrodingersche Storungs- 
theorie. Wentzel rechnet nach der eiofachen und interessanten 


^) G. Wentzel, Zeitschr. f. Phys. 38, 518 (1927); J, Waller, 
ebenda S. 635. 
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Methode, die wir in Kap. I, § 12 dargestellt haben. Waller niitzt 
die 3 ,Polynom-Metbode“ auch fiir die Losungen hoherer Ordnnng 
vollstandig ans. [Wie wir im vorstehenden sahen, ist, abgesehen 
von dem Paktor e“ Gl. (12), die nullte Naherung /q ein 

Polynom vom Grade , die erste Naherung ein Polynom vom 
Grade % + 2, entsprechend wird die zweite Naherung ein Polynom 
vom Grade % + ^ usw.] 

Wie wir in Zusatz 10, S. 824 angegeben haben, ist der Stark- 
Effekt zweiter Ordnnng bereits von Epstein nach der alten 
Qnantentheorie berechnet worden. Seine Formel nntersoheidet 
sich von (34) auBerlichnur dnrcli das Eehlen des konstanten GHedes 19 
in der Klammer; dazu kommt der mehr prinzipielle Unterschied, 
daB die unserem m entsprechende Quantenzahl bei Epstein die 
Werte 1,2,... nnter AnssohluB der Null, bei uns die Werte 0,1, 2,... 
annimmt. Beobachtungen von Takamine und Kokubn zeigten, 
wie Verfasser fand, eine kleine Abweichnng von der Epsteinschen 
Formel. Nene, sehr genane Versuohe von H. Rausch von Trauben- 
berg und R. Gebauer bestatigen die Formel (34) beziiglioh der 
Mittel-Komponente von weichen aber ans ungeklarten Griinden 
beziiglioh der Seiten-Komponenten von der neuen Formel (und 
nooh mehr von der friiheren Epsteinschen) ab^). 

Der Untersohied zwischen der wellenmechanischen imd der 
Epsteinschen Formel ist relativ starker bei niederen Quanten- 
zahlen als bei hohen. Die soeben genannten Beobachtungen sind 
bei hohen Quantenzablen (jSTy, es kommt auf die Quanten- 
zahlen des Anfangszustandes an) gemacht. Im Grundzustande 
(«r = 1, = Wg = m = 0 bzw. bei Epstein 9 ^^ = w-g = 0, 

m = 1) betragt der Untersohied von (34) gegeniiber dem 
Epsteinschen Werte 36 : 8 = 4,5 : 1. Wir betrachten zwei 
Beispiele: 1. WasserstofiE- oder Alkali-Atom im Grundzustande 
nnter dem EinfluB eines elektrischen WechseMeldes; der Stark- 
Effekt erster Ordnnng faUt im Zeitmittel fort, der Stark-Effekt 
zweiter Ordnnng gibt die „Polarisation“ oder „Deformation‘‘ des 
Atoms. 2. Rnmpf des Helium-Atoms im Felde des angeregten 
auBeren Elektrons; wegen der wechselnden Feldrichtung kommt 
auch hier nur der Stark-Effekt zweiter Ordnnng in Frage und liefert 
die Polarisation des He-Rnmpfes. In beiden Fallen ist der wellen- 
mechanische Effekt 4,5mal groBer als der nach der alten Theprie 
vermntete. Naheres hierzn siehe bei Wentz el und Waller, 1. c. 


1) Natuiwissenschaften, August 1928. 
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Natiirlioh ist die neue Theorie der alten vor allem darin iiber- 
legen, daB sie wieder auBer den Wellenlangen der Stark-Effekt- 
Komponenten auch ihre Intensitaten zu berechnen gestattet. 
Schrodinger bat dies in ansreicbender Naberung getan (Eigen- 
fnnktionen nullter Nabemng, Wellenlangen erster Naberung), mit 
deni Erfolge, daB seine Intensitats-Werte bei den meisten 
Komponenten den Beobacbtungswerten viel naber kommen als die 
korrespondenzmaBiggesobatzten^). Eine Versobarfung der Intensitats- 
Recbnung (Eigenfunktionen in erster Naberung) gibt keine 
wesentbcbe Anderung bei alien praktiscb erreicbbaren Eeldern, 
namlicb nur eine nicbt beobacbtbare Unsymmetrie des Intensitats- 
Bildes auf der positiven und negativen Seite^). 

§3. 

Dispersions-Theorie. 

In der alteren Quantentbeorie batten wir keine Moglicbkeit, 
die erzwungene Ausstrablung der Atome zu bebandeln; aucb die 
freie Ausstrablung konnten wir ja dort nur durcb ein besonderes 
Axiom (vgl. den Anfang von Kap. I) bewaltigen. Deshalb war 
in den fruberen Auflagen dieses Bucbes von der Dispersions-Tbeorie 
nicbt gebandelt worden. Im Gegensatz dazu gbedert die Wellen- • 
mecbanik die Dispersions-Eragen, ebenso wie die Fragen der freien 
Emission, in zwangloser Weise in ibr System ein. 

In seiner ,,vierten ]Mitteilung‘‘ bebandelt Scbr6dinger die 
Dispersions-Tbeorie als pulsierenden Stark-Effekt, indem er ein 
zeitbcb veranderlicbes elektriscbes Potential F (t) in die WeUen- 
gleicbung einfiigt. Statt dessenkann man aucb mit 0. Klein®) die 
auffalLende LicbtweUe durcb ein Vektor-Potential bescbreiben. 
Beide Wege fiibren zu dem gleicben Ziele unter der (fur optiscbe 
Zwecke natitrbcb voUig berecbtigten) Annabme, daB der Potential- 
Gradient innerbalb der Atom-Dimensionen vernacblassigt werden 
kann. Wir werden bier den zweiten Weg geben, weil wir dadurcb 
zugleicb die Bebandlung des Pboto-Effekts im nacbsten § vorbereiten 
werden. 

^) Man kann nacb Mark und Wierl die Bedingungen so wablen, 
(Feld senkrecht zur Bewegungsri btun ,), c'aB die Scbrodingerscben 
Intensitaten jedenfalls in qualitativ ricbtiger Abstufimg beraus- 
kommen. Vgl. Naturwiss. 1928 (bn Ersebebien). 

3) Nacb unveroffentliobten Kecbnungen von W. Zimmermann 
(Miincben 1928). 

3) Zeitscbr. f. Pbys. 41, 407 (1927). 

Somraerfeld, Atomljau und Spattrallinien. Erg.-Bd. 
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A. Storung des Atoms durch eine auffallende Liolitwelle. 


Eine LichtweUe faUe aus der negativen a?-Richtung ein, die 
elektrische Ejraft sei nach der ?/-Rich.tu]ig polarisiert. Bern entspricht 
(Fig. 16) der folgende Ansatz fiir die elektrodynamischen Poten- 
tiale % und <p: 

( 1 ) % z=zz%y = aC0SG)(^t — ^ = 0 . 

Nach den bekannten Regeln 

§ ==: rot 91, @ = — grad w - 

c 

folgt hieraus: 


(la) 


^X = = 0, ^ sin £0 — j), 

= 0, ^sin m(t- 


Mg. 16 . 


- also in der Tat ein Wellenfeld von der gewrinschten Art, 

' Mit dem Werte (1) von 91 gehen wir in die 
die Zeit enthaltende WeUengleichung ^ (10), 
Kap. I, § 9, ein: 

4:7timdu 8 3r®m,_ , 

(E^ + zr)u 



( 2 ) 


jdu - 


Jh dt 
^nie 




he 


aoos o 


(‘-D 


du 

dy 


■ Biese Gleichung gilt fiir das einzelne Elektron 
■im Wasserstoff-Atom (m == Elektronenmasse), 
auf das vdr uns hier beschranken konnen, 
obgleich unser SchluBergebnis eine viel 
aJIgemeinere Bedeutung beanspruoht. Indem wir den Kosinus 
beq[uemerweise in seine exponentiellen Bestandteile zerlegen, solireiben 
wir statt (2): 

-—(E„+U)u 


(3) 


— 


dt 




dy [ 




X ist der Storungsparameter; 

(4) ' A = 


2 Tcie 
he 
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er kann wegen der darin vorkommendon Amplitude d des Vektor- 
potentials 31 als beliebig kleine GroBe behandelt werden. 

Der ungestorte bzw. der durcb die Licbtwelle gestorte Zustand 
des Atoms sei 

(5) % = ^ hzw, -f Xw, 


Uj^ geniigt der 6L (3) mit A == 0; diiroh Einsetzen von u in (3) ergibt 
sicb, unter Vernachlassigung eines GUedes mit fiir w die Differen- 
tialgleichung: 


( 6 ) 


Jw — 


4- nim dw 
h dt 


8 Tc^m 


iE,+ U)w 



+ ® 


„ . . 



Wegen der Zeit-Abhangigkeit der rechten Seite wird man fiir w 
den Ansatz maohen: 


( 7 ) 




W 


w. . e 




w_,e 


{Eic-hv)t 


V bedeutet die znr Kreisfrequenz cd gehorende Sohwingnngszahl: 
v= 0/2 Jt. Fiihren wir ancli die zugehorige Wellenlange 

I =z= cjv — %% cjco 

ein, so liefert (6) fiir tt»+die Bestimmnngs-Gleicbung: 

WM,hrend in der Storungstheorie des § 1 nnd ibxer Anwendung 
auf den Stark-Effekt anBer den Eigenfunktionen auob die Eigen- 
werte durch. die Storung verandert wurden, vgl. z. B. Gl. (4a) in § 1, 
batten wir in Gl. (5) dieses § nnr die Eigenfunktionen des Atoms 
zu korrigieren. Der Grund liegt darin, daB wir bier von der Zeit- 
gleicbung (3) ausgingen, in der ein Eigenwert-Parameter gar niobt 
vorkommt. Der Eigenwert tritt bei dieser Bebandlungsweise 
nicbt als Parameter des Storungsproblems auf, sondern nur als 
Parameter des ungestorten Atomzustandes. Trotz dieses Gegen- 
satzes gibt § 1 fiir die weitere Bebandlung der GL (8) die Biobt- 
linien: Man entwickle die recbte Seite von (8), wie in (9), § 1, naob 
den Eigenfunktionen des ungestorten Problems: 

(0) 


13* 



196 


Kap. n. Storungs- mid Beugmigsprobleme. 


Diese Eigenftmktionen geniigen bei unserer jetzigen Sobreib- 
weise der potentiellen Energie (F=^q-|- IJ) der wohlbekannten 
Gleichimg: 

(8a) ^ = 0. 

Setzt man die gesnchte Losung in der Form an: 

SO folgt aus ( 8 ) und (8 a) naoh dem Vorbilde von Gl. (10 a) in §1 
8 

(die Konstante — entspricht in gewisser Weise der friiheren 

^Gewichtsfiinktion*' j?): 

B. = ^ 

^ SjTT^m jE7jt — Ej + hv 

nnd daber 

(10) Wt = ^j) . 

Da bier im Gegensatz zn § 1 kein Grnnd vorliegt fiir das Verscbwinden 
des Koeffizienten Aj im Falle j = To, so ist die Summation in (10) 
liber alle Werte von j, kleiner, gleich oder groBer h, auszuftibren. 
Der Index h bezeicbnet, wie nocbmals bemerkt sei, den urspriing- 
licben Zustand des Atoms, in dem es von der LicbtweUe getroffen 
wird. Der gestorte Zustand wird nun nach den Gin. (4), (5), (7) 
und ( 10 ) dargesteUt durch 


2?ri_ ^ 


hi e 
4 3 CC m 






-U 


Ej hv 


Die Bezeicbnung Ay tragt dabei dem Umstande Eecbnung, daB 
nacb (9) die Werte von Aj in den beiden Summen strenggenommen 
verscbieden sind; vernacblassigen wir aber die Ausdebnung des 
Atoms im Verbaltnis zur Wellenlange I, so konnen wir beide als 
gleioh anseben, was wir im folgenden Abschnitt tun wollen. 

GL ( 11 ) zeigt, daB unter dem EinfluB der LicbtweUe auBer 
dem ursprungUcben Zustande k aucb aUe anderen Zustande j an- 
geregt werden, fiir die nicbt gerade Aj = 0 ist. Gibt es auBer dem 
diskreten aucb ein kontinuierlicbes Spektrum von Eigenwerten, so 
treten in ( 11 ) naturUcb zu den Summen nocb entsprecbende Integrals 
binzu, vgl. den ScbluB von § 1 A und § 4. 
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B. Frequenz und Starke des Mitsohwingens. 

Die Dispersions-Formel. 

Im folgenden sohlieBen wir uns eng an Kap, I, § 5 an. Wir 
berechnen namlich nach der dortigen GI. (16) die elektrische 
Diohte unserer Zustandsverteilung u, also die GroBe Wir 

erhalten zunachst aus (11), in abgekiirzter Form gesohrieben: 






27ti . 


1 ) 

4 7tc7n, [ J / 




* tb% e 

+- a 

4:utc m 


D' 


Beim Ausmultiplizieren kdnnen wir das Ghed mit als GroBe 
zweiter Ordnung, ersichtlich vernachlassigen; es ergibt sioh 


(12) MM* = a 2?- + 2 


mit den Abkiirzungen: 


(12 a) 


S- 



— Ej -^hv 


Y 

Ef. — Ej 


Aus (12) entnehmen wir: Die Dichte schwingt in der auf- 
gezwungenen Frequenz co der Lichtwelle mit; die ur- 
spriingliche, durch Ej^ gegebene Frequenz des Atoms- ist 
aus (12) verschwunden. Damit haben wir bereits einen Grundzug 
aller Dispersions-Erscheinungen auf wellenmechanischem Wege 
begriindet (vgl. indessen die Ausfuhrungen unter D iiber Smekal- 
sohe Spriinge). 


Wenn insbesondere i/; reell ist oder, wie beim Kepler-Problem 
ohne Magnetfeld, reell gesohrieben werden kann und wenn wir, wie 
verabredet, den Exponentialfaktor in (9) vernachlassigen, so daB 

auohA^ reeILwird,souberzeugtmansichnaoh(12a), daB =— 
wird. Daraus folgt, daB der zeitlioh variable Bestandteil der Dichte 
(12) mit sinoj^geht, also ph as engleioh schwingt mit der elektrischen 
Feldstarke Gl. (la), sofern wir letztere ftir den Mittelpunlct 
des Atoms, a; = 0, berechnen. Auch dies ist konform mit den Grund- 
satzen der gewohnliohen Dispersions-Theorien. 

Der unter diesen Annahmen vereinfachte Wert von wird 


(13) 


2+ = 2 Av ^ 
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tind 61. (12) ergibt (wir geben zur elektrischen Dichte p = euu"^ uber) 

sin CO t. 


(14). p = 

^ Ttc m " 






Wir fragen sodann nacb der Starke der Ansstrahlung. Dazu 
baben •wir nacb Kap. I, §5 das elektriscbe Moment -anserer 
Dichteverteilung zn bilden. Und zwar handelt es sicb ziinacbst 
Tim das Moment fiir eine beliebige Koordmaten-Eiichtnng q, also, 
vgl. (17) in Kap. I, § 5, um 

• (15) M = Jg'pdr. 


(Insbesondere konnen wir die Ricbtung q parallel znr Richtung 
der erregenden elektriscben Kraft wahlen, also vgl. Fig. 16 als 
^/-Ricbtung, wie 'wir es im AnsohluB an die klassiscbe Dispersions- 
Tbeorie sogleich tun werden.) Den von der Zeit unabbangigen 
Teil lassen wir als belanglos fort und f-iihren die in (16) vor- 
gescbriebene Integration im Zabler der Summe (14) gUedweise aus. 
Wir schreiben 

(16) = Sji- 


Hier bat q^^ dieselbe Bedeutung wie in Kap. I, § 5, 61. (21), ist 
also ein Ma6 fur die tJbergangs-Wahrscbeinlicbkeit aus dem 
Zustande h in den Zustand j oder umgekebrt. Als variabler Bestand- 
teil von M ergibt sicb daraufbin aus (14), (15) und (16), wenn wir 
die Indizierung .von zu vervoUstandigen: 


(17) 


M = - a ><^) 

%c m 




{Bk 


■ Ejy. 


• {livj 


sin (D t 


Wir scbreiben Ej — = hvjj^, so dafi also vjj^ die Scbwingungszabl 

derf reien Ausstrablungbeimtjbergang j bedeutet, im 6egensatz 

zur Scbwingungszabl v der erzwungenen Ausstrablung. Ersetzen 
wir nocb sin mt nacb (la) durcb c^/acOt so folgt aus (17) 


M = 




3 S 

Vjh — V® 


Dies ist das weUenmeobanisob berecbnete Moment, welcbes ein 
einzebies Atom unter dem EinfluB der elektriscben Feldstarke E 
annimmt. Miiltipbzieren wir es mit der Anzabl N der Atome in der 
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Volumeneinheit und dividieren wir durch 
halten wir in 






M,= 


NM % ^ X 

das auf die Volumeneinlieit und auf die Einheit des elektriscEen 
Feldes bezogene Moment: 

¥ — Xj 


(18) 


Dieses Moment M^, nocE mit 4 3r multipEziert, ist nacE der 
klassiscEen Elektronen-TEeorie gleicE — 1, unter n den BrecEungs- 
Index verstanden. Dieselbe Bedeutung uberneEmen wir fiir die 
WellenmecEanik. WE definieren also den BrecEungsindex n im 
AnscEluB an (18) durcE die ,.Dispersionsformer‘: 


(19) 


- 1 


% m ^ Vjk — 


Die nocE unbestimmt gelassene RicEtung von q Eaben wir im 
Sinne der klassiscEen TEeorie mit der RicEtung von ® (also der 
?/-RicEtung unserer Eigur) zusammenfallen zu lassen, da die Atome 
klassiscE als isotrop beEandelt werden und ein Moment nur in 
RicEtung der anregenden Exaft aufneEmen kdnnen. 

WE kdnnen (19) nocE etwas ubersicEtHcEer scEreiben, indem 
wE wieder. die KreisEequenz a benutzen und die entsprecEende 
KreEEequenz C0j^= einfuEren: 

m Ojjc — CD^ 

Dies ist genau die klassEcEe Dispersionsformel, sowoEl bezugEcE 
des Faktors vor dem SummenzeicEen, als bezugEcE der aUgemeinen 
Form des „Resonanz-Nenners‘‘. Mit folgendem grundlegenden 
UnterscEied: In der klassiscEen TEeorie steEen an Stelle 
der tJbergangsfrequenzen (Ojj^ die Eigenfrequenzen selbst 
(die bei uns den Bj , nicEt den Bi^ — Bj proportional waren). Es 
ist auBerst cEarakteristisoE fur die LeistungsfaEigkeit der WeEen- 
meoEardk, wie durcE den Storungs-FormaEsmus bei der Integration 
der Gl, (8) die Differenzen Bj, — Bj an SteEe des in (8) urspriingEcE 
vorkommenden Bj^ sicE automatEcE einsteUen. DaB experimenteU 
nur die tJbergangsEequenzen (ojj^ lEr die Dispersionsforniel maB- 
gebend sein kdnnen, bedarf keines HinweEes angesicEts des CEarakters 
samtEcEer Messungen uber anomale DEpersion. 
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C. Diskussion der Dispersionsformel. Bereclinung der 
Oscillatorstarken /. 

Gl. (20) enthalt zunachst eine Verfeinerung, welohe zuerst 
Kramers^) an der Hassischen Dispersionsformel angebracht hat. 
Von Hause aus interessierte man sich, den Bedingungen des 
Experiments entsprechend, nur fiir die Dispersion des Atoms in 
seinem Grundzustande; in die Dispersionsformel gehen dann nux 
die von diesem Grundzustand aus mogHchen Absorptions- 
Erequenzen ein (bei den Alkalien die der Hauptserie). Dem- 
gegeniiber betrachtete Kramers das Atom in eitiem beliebigen 
angeregten Zustande vom Eigenwert und begriindete 

korrespondenzmailig die VorsteUung, daB dannauchaUe Emissions- 
frequenzen in der Dispersionsformel beriicksichtigt werden miissen, 
die vom Zustande aus moglich sind, also auch alle Differenzen 
Ej^ — Ej^ fiir die Ej < E^ ist. Die wellenmechanische Behandlung 
bestati^ diesen Gesichtspunkt: Wie wir bei GL (11) betont haben, 
zwingt die Storungs-Kechnung zux Beriicksiohtigung aller Zustande, 
derjenigen mit Ejd E^ ebenso wie derjenigen mit E^'^ E^, 

Sodann haben wir den Zahler der Dispersionsformel zu 
betrachten. Er bedeutet in der klassischen Elektronentheorie die 
Anzahl der Dispersions-Elektronen, die an der betreffenden 
Eigenschwingung beteihgt sind, oder, allgemeiner gesprochen, da 
diese Anzahl quantentheoretisch keine ganze Zahl zu sein brauoht, 
die betreffende „Osoillatoren-Starke“. Nach unserer Eormel (20) 
berechnet sich diese Oscillatoren-Starke (wir wollen sie, wie iiblioh, 
mit / bezeichnen) durch 
( 21 ) f=2Aj,qj,. 

Sie hangt einerseits von der Ubergangs-Wahrscheinlichkeit ab, 
d, h. von der Wahrscheinlichkeit, mit der der tJbergang 
spontan vor sich gehen wiirde, und andererseits von der ,,Anregungs- 
Wahrscheinlichkeit“ d. h. von dem Betrage, mit dem, vgl. (9), 
bei vorgegebener Polarisation des storenden Feldes und vorgegebenem 
Anfangszustande des Atoms die Partialschwingung 'ijjj in dem 
gestorten Zustande (ohne Pxicksicht auf die Kesonanz-VerhMtmsse) 
vertreten ware. Der Eaktor bringt es mit sich, daB nur solche 
Eigenwerte Ej und zugehorige Erequenzen cojjf. in der Dispersions¬ 
formel auftreten, die mit dem ursprungHchen Eigenwerte Ej^ kom- 
binieren konnen. Alle fiir die Ausstrahlung verbotenen tJbergtoge 

^) H. A. Kramers, Nature, Mai und August 1924; Kramers und 
Heisenberg, Zeitschr. f. Phys. 31, 684 (1925). 
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scheiden auch fiir die Dispersion aus, weil fiir diese mit qjk= 0 
anch / = 0 wird. Beispiel: Bei den Alkalien im Grundzustande S 
machen sich. nur die Hauptserien-Linien {3 P) in der Dispersions- 
formel geltend, nicht die verbotenen "Dbergange (8F), welche 

der Auswabkegel fiir die azimutale Qnantenzahl widersprechen. 
Wir baben ja in Kap. I, §7E diese Auswablregel gerade dadurch 
abgeleitet, daB wir zeigten; fiir diese Gl^ergange wird wegen der 
Orthogonalitat der Kugelfnnktionen ^ = 0. Dieser Nachweis wurde 
allerdings in §7 explizite nur fiir das Coulombsche Feld des 
Wasserstoff-Atoms erbracht, er iibertragt sich aber, vgl. Kap. I, 
§ 8, auf Atome mit beliebigen Zentralfeldern. Ebenso haben wir 
gegenwartig die Dispersion explizite nur fiir das Wasserstoff-Atom 
gerechnet; die tJbertragung auf andere Atome macht aber auch 
hier keine Schwierigkeit. 

Beziigiich des ersten Faktors Ajj^ in (21) zeigen wir, daB er fiir 
j Cih das umgekehrte Vorzeichen hat, wie fiir j > h, im Gegensatz 
zu dem zweiten Faktor, fiir den, wie wir aus Kap. I, § 5 ^issen, 
q^. gilt. In der Tat: Nach Gl. (9) berechnet sich in 
Fourierscher Weise zu^): 

(22) Ajk = j tjjjdt. 


Dabei haben wir wie vorher den Exponentialfaktor gleich 1 gesetzt, 
indem wir die WeHenlange als hinreichend groB annehmen. Fiihren 
wir eine partieUe Integration aus, so verschwindet das Oberflachen- 
Integral wegen der Bandbedingung im Unendlichen und man erhalt 


(22 a) 



= Aj- 


Daraus schlieBen wir: die OsciUatoren-Starke / ist fiir die Kramers- 
schen Zusatzglieder, welche den Emissions-Fre( 3 [uenzen Ej 
entsprechen, negativ, da sie fiir die gewohnlichen Glieder, die den 
Absorptions-Frequenzen Ej Ej. entsprechen, positiv ist. Fiir 
letztere schreiben wir /==/a, fur erstere, um der Bezeiehnung 
„OsciUatoren-Starke'' besser gerecht zu werden, / = — /g. Dnsere 
Dispersionsformel (20) geht dann iiber in 


(23) 



-2 


tolfc — a)*J 


Unsere bisherigen Betrachtungen hatten reelle Eigenfunktionen 
zur Voraussetzimg (vgl. S. 197 unten); wir schreiben lediglich Gl. (22) 
■und (22a) fiir spatere Anwendungen in der allgemeineren komplexen 
Form. 
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Die Bezeichnung j'^h steht dabei ersicbtlich fiir Ej ^ E ^; der 
Fall j == k diirfte fortgelassen werden, weil fiir ihn 0 ist. 

Entsprechend der Formel (23) beifien die Kramerssohen 
Glieder aucli ,,negative Dispersionsglieder", trotzdem in Wirklich- 
keit ihr Vorzeichen aucb von demjenigen des Nenners abhangt iind 
sioh gegebenenfalls umkehrt, wenn die einfallende Freqnenz co eine 
Stelle anomaler Dispersion, d. h. ein iibersobreitet. 

Wir woUen nock bemerken, daB sich die Koeffizienten 
auf unsere Koordinaten-Matrizeii [Gl. (16)] zuriickfuhren lassen. 

- ^ 

Wir vernachlassigen wieder den Exponentialfaktor (? ^ [Gl. (9)], 

nehmen also die WeUenlange I des ankommenden Lichtes als kin- 
reickend groB an. Summieren wir jetzt die Gin. (22) und (22 a), 
so kommt: 



Der Integrand auf der reckten Seite ist aber (bis auf konstante 
Faktoren) nichts anderes als die j^-Komponente des „Stromes‘' 
der zum „Ubergang“ hj gekort [vgl. Kap. I, § 8, Gl. (8a)]. Wir 
kaben namkck: 

(25) = 

Unter ist dabei die Ortsfunktion 8^^ zu versteken, die Zeit- 

abkangigkeit e * * ^ kaben wir bereits kerausgekoben. Nun 

geniigt aber der Strom der Beziekung: 

dlvS+|| = 0. 

Sckreiben wir die letzte Gleickung ebenfalls okne Zeitfaktoren an, 
so lautet sie in unserem Falle: 

(26) div+ 2 jr ivjjc = 0; Vj]^ = — 

Das Integral auf der reckten Seite von (26) laBt sick jetzt umformen; 
es gilt: 

(26 a) 
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denn die Oberflachenintegrale fallen wieder wegen des Verschwindens 
von am ajK^-nde" bei der padiiellen Integration fort. Setzt 
man div S linlterhand in (26 a) aus (26) ein, so erhalt man 


1 8,jjtdx = ^ 1 yQjkit. 

Dies gibt mit (25) kombiniert: 

yQjkd-c 


(27) 


. 2%im 

— 71 


h 


^n^m{Ei. — E.){ , —Bi) 

= —y——y- 


Dies ist das gewiinscbte Endresultat, namlich die Darstellung des 
Koeffizienten durch die Koordinaten-Matrix bzw. ihre 
Komponente Mt Hilfe von Ql. (27) laBt sich auch leicht die 
Identitat unserer Formeln (12) nnd (17) fiir Dicbte und Moment 
mit den von Schrodinger [4. Mtteilung, GL (17) und (23)] 
gegebenen Ansdriicken nachweisen. 

Die Oscillatorenstarken / von Gl. (21) lauten nnnmebr, wenn 
wir die A^j, aus (27) einsetzen: 

(28) / = 2. {E, - Ej ). yj,. 


die / werden also — von konstanten Faktoren abgesehen — gleicb 


dem Produkt aus der Eigenfrequenz 



des gestorten Atoms, 


aus dem Koordinatenmatrix-Element in der Polarisations-Richtung 
des einfalienden Lichtes und aus dem Koordinatenmatrix-Element 
in der Beobachtungsrichtung. 


D. Nicht-kobarente Streuung, Smekalsche Spriinge. 

In Kap. I, § 5 muBten wir auBer Dicbte und Moment eines 
Atom-Zustandes aucb die entsprecbenden GroBen fur den Ubergang 
des Atoms aus einem Zustand in einen anderen betracbten, um 
Frequenz und Intensitat dieses Dberganges berecbnen zu konnen, 
s. die Gin. (18), (19) und (21) daselbst (vgl. aucb Kap. I, § 8, wo 
nicbt nur der elektriscbe Strom fiir einen bestimmten Zustand, 
sondern aucb fiir einen tJbergang defimert wurde). Ebenso werden 
wir jetzt mit den durcb die licbtweUe gestorten Atomzustanden 
verfabren. Wir woUen also neben dem Zustande u aus Gl. (11), 
der der Eigenfunktion z. B. der Grundscbwingung, zugeordnet 
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sein moge, einen zweiten Zustand betrachten, der aus der Eigen- 
sohwingung durcb die Storung der lichtwelle hervorgeht. Die 
aus beiden Zustanden kombiuierte ,,Dicbt©“ ist daim 


%•«* 



hi e 
4:7CC m 




, hi e 

- cit 

^ 4:7tcm 



wobei die Abkiirzungeii { };j. und { }* aus (11) zu entnehmen sind, 
die erste direkt, die zweite nach Vertauschung von h mit I und von 
+ i mit — i, Ausfiihrung der Multiplikationen und Vernachlassigen 
des Gliedes mit liefert die zu (12) analoge Gleicbung 


(29) 




27ti 


+ 


hi 


1 , 


* 27ti „ ^ 

-T . 






Das erste Glied der recbten Seite hat die Zeit-Abhtogigkeit des 
spontanen tyberganges I h, der uns hier nicht interessiert. Die 
Zeit-Abhangigkeit des zweiten Gliedes ist, wie unmittelbar aus (11) 
und (29) hervorgeht, gegeben durch die je zweimal auftretenden 
Faktoren 


(30) 






und e 


ZTti 




Wir haben also ein Mitschwingen mit veranderter Frequenz, 
eine inkoharente Streuung, neben der gewohnlLchen Dispersion, 
die in der Frequenz v der auffadenden Welle erfolgt. Wahrend 
letztere eine erzwungene Schwingung darstellt, konnen wir 
erstere als ein Mittelding zwischen freier und erzwungener 
Schwingung auffassen. Bezeiohnen wir die tJbergangs-Frequenz 
/-> A? mit vj^i, setzen wir also 


h 


Vkh 


so werden die Schwingungszahlen unserer inkoharenten Streuung 
nach (30) gegeben durch (das Vorzeichen von i im Exponenten 
ist unbestimmt): 

V — Vhi bzw. v-{-Vki> 

Die Moghchkeit dieser inkoharenten Streuung ist von A. Smekal 
schon vor der W^ellenmechanik gefordert worden, auf Grund der 
folgenden Figuren und Formeln. 
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Der experimentelleNachweis dieser „Sinekalscheii Spriinge** 
ist gana nenerdings C. V. Raman^) nnd K. S. Krishnan ge- 
lungen. Sie beobackten bei der Zerstrenung von Licbt in reinen 
Fliissigkeiten nnd Gasen^) auBer dem gewohnlicben Streulicbt 
gleicher Freqnenz ancb Strenstrahlnng von niedrigerer Freqnenz als 


Fig. 17 a. 


> 

— > 


> 




Fig. 17 b. 





I 


■K 


Das Atom befindet sicb im Orandzastand k. 
Die auffollende Frequenz r rufi gleicb- 
zeitig Aniegung des Atoms (tTbei^ang 
&—>*?) tind Ausstrahlung in der ver- 
minderten Frequenz v* = v v^i<.v 
heivor; dabei ist h Vf. ^ = F/ — 


Das Atom befindet sich im augeregteu 
Znstand 1. Unter dem EinfioiS der auf- 
lallenden Frequenz v geht es in den 
energetiscb tieferen Zustaud k fiber und 
strahlt die erhohte Frequenz v* = i 
+ j >■ r auB; dabei ist wieder 


der des einfaUenden Strahles, entsprechend Fig. 17 a, in einzebien 
Fallen ancb solche von boherer Freqnenz, entsprecbend Fig, 17b. 
Es ist von vornberein einleucbtend, daB der in Fig. 17 b dargesteUte 
Vorgang wesentlicb scbwacber sein wird als der in Fig. 17 a dar- 
gestellte, weil er ein nrspriingbcb angeregtes Atom voraussetzt. 
Dies stimmt uberein mit dem Befnnde der indiscben Forscber. 

Die neue Entdecknng ist das optiscbe Analogon des Compton- 
Effektes, vde ans nnserer Darstelinng in §7 dentlicb bervorgeben 
wird. Scbon dnrcb diese ParaUele wird die fnndamentale Bedeutnng 
des „Raman-Effektes*‘ gekennzeicbnet. Sie erbeUt ferner darans, 
daB die Verscbiebnngen Vki der primaren Strablnng sicb genan 
identifizieren lassen mit nltraroten Scbwingnngs-Freqnenzen des 
jeweils nntersncbten Moleknls (z. B. Benzol, Toluol, Wasser). 

Scbrodinger setzt bei der weUenmecbaniscben DarsteRnng der 
Smekalscben Spriinge vorans, abnlich wie bei seiner Ableitung der 
gewobnlicben Bobrscben Freqnenz-Bedingung (vgl. S. 54), .daB 

1) Indian Joiim. of Physics 2, Marz 1928 j vgl. ancb Nature 121, 
601 und 122, 12 (1928). 

2) Wabrend der Drucklegung dieses Bucbes wurde der Effekt aucb 
an Kristallen (Quarz, Kalkspat) nachgewiesen von P. Pringsheim 
und B. Rosen [Zeitscbr. f. Phys. 50, 741 (1928)], R. W. Wood [Phil. 
Mag. Ser. 7, 0, 729 (1928)] und von G. Landsberg und L. Mandelstam 
[Naturwiss. 16, 558 (1928)]. 
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beide in Betracht kommenden Zustande, hier die Zustande h und I, 
im Atom angeregt seien. Wir baben diese wahrscheinlick zu spezielle 
nnd bildbafte Annabme vermieden nnd uns damit begniigt, 
die Dispersions-Theorie formal zu verallgemeinern, indem wir 
(wie friiher bei der Frequenz-Bedingung) die aus b^iden Zusttoden 
zusammengesetzte ,,Dichte-Matrix“ betrachteten. 

Ebenso werden wir vorgehen, wenn wir Aussagen uber die 
Intensitat der Smekalschen Spriinge machen woUen, Wir werden 
zu dem Ende die „Momenten-]VIatrix“ Mj^i wie in 61. (19) von 
Kap. I, § 5 zu betrachten haben. Die For mein fubren wir nur 
so weit aus, als wir sie spater fiir die Tbeorie des Compton-Effektes 
braucben. Mit Rucksicbt darauf werden wir At und AJ iu 61. (9) 
unterscbeiden; At soli zu also zum oberen (negativen) Vor- 
zeicben des Exponenten in (9) geboren, AJ zum unterem. Femer 
wollen wir der AUgemeinbeit wegen und wegen der Anwendung 
auf den Compton-Effekt weiterbin als komplex voxaussetzen. Die A 
sind doppelt zu indizieren, wie in den 61n. (17) bis (20), und zwar 
als A^^ Oder A^j, je nacbdem sie [vgl. 61. (9)] zu dijjjildy oder 
dijjildi/ geboren. 

Wir biLden zunacbst die Faktoren der Exponentialgrofien (30) 
in dem Ausdruck (29) von u* und erbalten dafur, abnbcb wie in 
den 61n. (12) und (12a), bzw.: 

^ ^ _ 4 ^?% \ 

Zur ,,Momenten-Matrix“ ^ iibergebend, baben wir das Moment der 
„elektriscben Dicbte“ euj^uf nacb einer bebebigen Koordinaten- 
ricbtung q zu bilden, also entsprecbend 61. (19) in Kap. I, § 5: 

(32) Jfjj = eJgMiMfdr. 

Die Integration nacb dt iiber den Koordinatenraum ist nur an dem 
Zabler der Summen auszufiibren, da dieNenner sowie der Faktor 

vor in (31) konstant sind. 

Hier ist aber nocb eine Korrektur anzubringen. Wenn wir 
bei der einfallenden WeUe den Faktor d. b. die Pbasen- 

Anderung innerbalb des Atoms berucksicbtigen, so ist es kon- 
sequent, aucb bei Berecbnung der Ausstrablung einen ent- 
sprecbenden Pbasen-Faktor mitzunebmen, also das Moment der 
Dicbteverteilung nicbt fur den gleicben Zeitpunkt, sondern „re- 
tardiert“ zu bilden. Die Ausstrablung erfolgt bei den Smekalsoben 
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Spriingen in der Sch^dngungszahl r* = r Die zugehorige 

Wellenlange woUen wir I* nenneii (wobei diese Bezeicknung natiirlich 
nicbts mit der friiheren Bezeichnung des konjugiert Komplexen 
zu tun hat); es gilt ersichtlich 

und I* v* = c. 

Die in Frage kommende Richtung der Ausstrahlung sei durch s 
angedeutet, derart, daB $ den Lichtweg der ausgestrahlten Welle 
vom IVIittelpunkt des Atoms aus bedeutet. Dann besteht die Re- 
tardierung darin, daB wir bei der MomentenbiLdung die Dichte an 
verschiedenen Orten nicht bei gleichem t, sondern bei gleichem 
t — sjc Oder, was dasselbe ist, bei gleichem v*t — sjl* aufsummieren. 
Daraus folgt, daB bei der Momenten-Biidung in (32) rechterhand 
unter dem Integral der Faktor 


hinzutritt. Bei der Integration iiber im Zahler von (31) erscheinen 
daraufhin statt der friiheren die modifizierten oder „retardierten“ 
Koordinaten-Matrix-Elemente 

* 

(34) . Qtj = ** dx. 

Damit gehen tmsere Sununen auB (31) tlber in 

«+ _ _ ^JkQTj \ ^ 

Wi — J0J + hv Mk — Ej± hv) 

Infolgedessen erhalten wir als Ausdruck fiir die Momenten-Matrix 
aus (32) 

(36) Mki = ^ - a(8* 

Diesen Ausdruck von M haben wir zu benutzen, wenn wir spater die 
ausgestrahlte Intensitat beim Compton - Effekt berechnen werden. 




§ 4 . 

Photo-Effekt. 

In Kap. 1, § 6 haben wir den licht-elektrischen Effekt als un- 
mittelbarste AuBerung der extremen Quantentheorie hingesteHt 
und haben die Einsteinsche licht-elektrische Gleichung im Sinne 
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der Lichtq_uanten interpretiert. Es schien zunachst so, als ob au 
die WeUenmechamk an diesem Sacliverhalt nichts andern kom 
Das war nickt richtig: Der Pboto-Effekt fugt sick in das Begrif: 
schema der Wellenmechanik ein; sogar die Richtnngsverteilung d 
Photo-Elektronen laBt sich anf wellenmechanischem Wege erstma. 
berechnen^). Freilich: das Einsteinsche Gesetz wird, ebenso 
die damit zusammenhangende Bohrsohe Erequenzbedingung, nio 
eigentlich abgeleitet, sondern in die Grundannahmen der Welle 
mechanik hineingesteckt (vgl. Kap. I, § 5, S. 54). 

Die weUenmechardsche Theorie des Photo-Effekts schlie 
eng an den vorigen § an. Es ist nur notig, die Aufmerksamk( 
statt anf das linien-Spektrum anf das kontinnierliche Spektru 
zu richten nnd anf dieses die Methoden der Stornngsrechnung a 
zuwenden. Wir woUen bei dieser Gelegenheit nachtragen, daB ^ 
auch in die Formeln des vorigen § die Frequenzen des kontinnie: 
lichen Spektrums eingeschlossen zu denlcen haben, daB also (v/ 
den SchluB von § 1 A) der Summation iiber das diskrete ei 
Integration iiber das kontinnierliche Spektrum hinzuzufiigen i£ 
genau so, wie es jetzt geschehen wird. 


A. Storung im kontinuierlichen Spektrum. 

Wir behandeln nicht die gewohnliche Anordnung des Phot 
Effektes, bei der kurzwelliges Licht anf eine Metall-Oberflac] 
faUt und die freien Elektronen des Metalls zur Emission brin^ 
sondern den Photo-Effekt. im einzelnen Atom, iasbesondere i 
Wasserstoff-Atom, wobei also das Licht anf ein gebunden' 
Elektron wirkt. Dieses Problem ist theoretisch besser definie 
als das des gewohnlichen Photo-Effekts und auch experimentc 
mit modernen Methoden (Wilson-Kammer) weitgehend geklai 

Die auffallende lichtwelLe beschreiben wir wie in § 3 dnrch di 
Ansatz (1, la) und duroh Fig. 16. Der dnrch sie gestorte Zustai 
des Atoms wird durch Gl. (11) daselbst gegeben. Wahrend w 
aber friiher nur die Summe iiber die diskreten Eigenwerte hi 
geschrieben haben, woUen wir jetzt nur das Integral iiber das ko; 
tmuierhche Eigenwertspektrum zum Ausdruck bringen und d 

^) G. Wentzel, Zeitschr. f. Phys. 40, 574 (1926); 41, 828 (192'i 
G. Beck, ebsnda 41, 443 (1927). Wir werden, besonders bei der B 
handlung der kurzwelligen Stralilung, iiber die Ergebnisse dieser Autor< 
hinansgehen. 
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hinzutretende Summe durch . . . andeuten. Der Eigenwert-Para- 
meter des kontinuierlicheii Spektrums sei die Eigenfanktion 
^ (E^). El, und mogen wie fruher den nrspriinglichen Zustand, 
also insbesondere den Grundzustand des Atoms charakterisieren. 
Die genannte Gl. (11) lautet dann: 


■i 7CC 7th 

^ — J Et — E'4-hv ® 

J Et — E' — hv 

Die Stelle des fruheren Aj ist jetzt vertreten durch die GroBe 
A {E') dE\ Ihre Definition lautet entsprechend Gl. (9) in § 3: 


( 2 ) 


drift 

TV 


A{E')'^{E')dE\ 


Tjinks haben wir fur die WeUenlange des einfallenden lichtes A 
geschrieben statt des friiheren I, da wir I im folgenden als Quanten- 
zahl brauchen werden. 

Das Integral rechts in dieser und den vorhergehenden Gleichungen 
ist liber den Bereich E' = Eq= his E'= oo zu erstrecken. 
Die untere Grenze E' = Eq entspricht in der Normierung von 
Kap. I, § 7 dem Werte E' = 0 oder, nach der Bahn-Vorstellung, 
der unendlichen Entfernung des Elektrons vom Atom, so daB 
E' > Eq gleichbedeutend ist mit der Bedingung in § 7 : JS7 > 0 fiir 
das kontinuierliche Spektrum. (Die ... in (2) bedeuten, daB wie bei 
der DarsteEung jeder Funktion durch Eigenfunktionen die diskreten 
und die kontinuierlichen Eigenwerte zu beriicksichtigen sind, daB 
wir aber nur die kontinuierhchen hingeschrieben haben.) 

Wir betrachten nun ein einzelnes Element des Integrals I 
(auf II werden wic spater zuriiokkommen) und spalten es in drei 
Faktoren: 






a) ist konstant, d. h. unabhaugig von den Baum- und Zeit-Koordi- 
naten und nur abhangig von den Quantenzahlen, b) bedeutet eine 
BaumverteEung der Eigenschwingung, c) ihre Zeit-Abhangigkeit. 

Sommerf eld, Atombau und Speitrallinien. Big.‘Bd. 14 
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Es handle sioh zunachst um b). Die Eigeninnktionen des 
Wasserstoff-Atoms im Bereich des kontinuierlichen Spektrums 
haben wir in Kap. I, § 7 A b) studiert. Ihr radialer Bestandteil 
wrade asymptotisoh dargestellt durch die dortige Gl. (24); dazu 
kommt der Winkelbestandteil aus der dortigen Gl. (2); im ganzen 
wird 

Q 

(4) ^ {E') = — (.kr-a) pm (cos -O') 

Der radial© Bestandteil steUt eine Kugelwelle dar, die von r== 0 ans- 
strahlt. So wie mr in Kap. I, § 1 die ebene de BrogHe-Welle 
als DarsteUung fiir einen paraUelen Elektronen-Strom aufgefafit 
haben, so werden wir die KugelweUe als DarsteUung eiaes vom 
Atom divergierenden Elektronenstroms zu deuten haben. 
Der diese Deutung rechtfertigende oharakteristisch© Unterschied 
gegentiber dem asymptotisohen Verhalten der diskreten Eigen- 
funktionen besteht in folgendem: Die diskreten Eigenfunktionen ^1^ 
verschwinden im UnendHohen so stark, dafi das Tiber eine unendUch 
groBe Kugel genommene Integral versohwindet; fiir die 

kontinuierUchen Eigenfunktionen hat dagegen dieses Integral einen 
endlichen, im Zeitmittel von r unabhangigen Wert. Jene Eigen¬ 
funktionen zeigen daher im TJnendlichen die Ladung NuU an und 
entsprechen den friiheren Ellipsen-Bahnen; diese weisen auf 
eine ins Unendliche austretende Ladung hin und entsprechen den 
klassischen Hyperbel-Bahnen. Wir haben also eine vom Atom 
ausgehende Elektronen-Emission, deren statistisohes Verhalten 
diirch die Wellenfunktion beschrieben vdrd. Dabei sind die ver- 
schiedenen Emissions-Biichtungen nicht gleichberechtigt, sondern 
entsprechend der in (4) enthaltenen Abhangigkeit von O’ und q> 
gegeneinander dHferenziert. 

Sodann beschaftigen *wir uns mit dem Zeitfaktor (c) in (3). 
Dieser zeigt uns (ebenso wie bei der ebenen de Broglie - WeUe) in dem 
Eaktor von ^ycitjh die Gesamt-Energie des emittierten Elektrons 
an. Sie ist also 

Ejg -|“ Thv* 


Ziehen wir davon die Eigen-Energie Eq — ab, die dem ruhenden 
Elektron entspricht, so behalten wir in 


(5) 


8 = Ej^ — Eq “f- hv 
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die kinetische Energie des emittierten Elektrons librig. 
Bq — ist aber die energetisch gemessene lonisierxings-Spamiung J 
Oder, was dasselbe ist, die Biadungs-Energie des Elektrons im 
Atomzustande B^ gegeniiber dem Zustande seiner Befreiung aus 
dem Atom B^. 61. ( 6 ) ist also identisch mit 

(6) s — hv — J, 

und dies istgenaudieEinsteinschelicht-elektrischeGleichung. 
Sie ist hier, wenn auck nicht erklart nnd verstandJick gemackt, 
so dock aufs engste mit den Grundannakmen der Wellenmeckanik 
verwoben, Eine gewisse Erklarung dagegen findet sie in der Vor- 
steUung diskreter, im Lickt entkaltener Energie-Elemente von der 
Grolie hv, d. k. in der woklbekannten Licktquanten- Hypotkese. 

Bevor wii* den Bestandteil a) nnd die Bicktungs-Abkangigkeit 
der Pkoto-Elektronen stndieren, wollen wir unsere biskerigen Be- 
tracktungen erganzend auf das Integral II ausdeknen. Der Be- 
standtek b) ist hier derselbe wie in I, aber der Bestandteil c) fiikrt 
uns statt auf 61. (5) auf: 

£= By. — Bq hv. 

Diese GroBe ist negativ, kann also niokt als Idnetisoke Energie 
gedeutet werden. Soviel sick gegenwartig beurteilen laBt, ist daker die 
RoUe des Integrals II mehr eine analytiscke, duroh die reokneriscke 
DarsteUung des Storungsvorganges bedingte, als eine pkysikalisck 
deutbare. 


B. Die Ricktungs-Abkangigkeit der Pkoto-Elektronen 
bei langwelligem Lickt, 

Diese Ricktungs-Abktogigkeit wird allgemein durok den Eaktor 
Pf (cos '9’) gegeben. Sie umfafit bei beliebigen Werten der 
Quantenzaklen I und m sekr mannigfacke MogHckkeiten (Unter- 
teilungen nach dem Winkel -O’ sowokl wie nack 9 ). Wir werden 
aber zeigen, daB diese Mannigfaltigkeit bei der in (9) anzugebenden 
Koordinaten-Wakl besckr^^t wird durck den Eaktor (3 a) auf die 
Quantenzaklen Z = 1 und m = 0. Der Eaktor (3 a) entkalt die 
Grdfie A (B^), welcke durck Gl. (2) bestimmt ist. Berdcksicktigen 
wir zunackst nur langwelliges Lickt (A sekr groB gegen die Atom- 
Dimensionen), so kbimen wir linkerkand in (2) den Exponential- 
Eaktor gleick 1 setzen, wie wir auck im vorigen § getan kaben. Die 

14* 
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Umkehrung von ( 2 ) liefert dann nach den allgemeinen Regeln fiir 
nornderte Eigenfunktionen [vgL hierzu im vorigen § die Uml^ehrung 
der Gl. (9), die wir in GL (22) daselbst gegeben haben]: 

(7) AiE’)= 

Hier ist die Integration iiber den ganzen Koordinaten-Raum zu 
erstrecken und es wird bei Benutznng von Polar-Koordinaten 

( 7 a) dr = dr Bind'dd'dg), . 

nehmen wir als Grundldsnng fiir das Wasserstoff-Atom an, also 

wo G der Normier'nngsfaktor und a der Radius des ersten Bokrschen 
Kreises ist [vgl. die TabeUe von S. 84 und GL (30a) von S. 85; 
bei Wasserstoff ist Z = 1]. Daber 


a r 


Unsere Polar-Koordinaten definieren wir so, daB sie die ^/-Achse 
(Richtung der elektriscben Kraft der LiohtwelLe) zur Polarachse 
haben. Wir setzen also: 


( 9 ) y — r cos X = r sin 0 ^ cos 9 ?, z = r sin O' sin q>. 

Dann wird dijji^jdy proportional mit cos-O’ = (cos'O') und w'ir 
erhalten nach (4), (7), (7 a) und ( 8 ): 

« 2 ut 

(10) = ••• JsmS’rfS'jdg)Pi(oo80')P™(cosS')e-^™9>. 

0 u 

Hier deuten die . . . den radialen Teil des Integrals an, der uns zu- 
nachst nicht interessiert. Aus (10) schlieBen wir sofort: A (P') ist 
nur dann von Null verschieden, wenn gleichzeitig 

( 11 ) m = 0 und I — I 

ist. Die aUgememe Richtungs-Abhangigkeit Pf {qob d') von 
^ {E') reduziert sick also auf 


(12) 


(cos O’) == cosO, unabhangig von 9 ?. 
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Als wahrscheinliche Anzah.1 der Photo-Elektronen 
fiir jede Richtung -0’ haben wir das Quadrat von ^ anzusehen (anders 
ausgedruckt: die in der Kugelwelle nach der betreffenden Richtung 
ausgestrahlte Intensitat J). Diese Zabl bzw. Intensitat ist also 
gegeben durch 

(13) J ~ cos^ '9*, 

und wird durch Fig. 18 dargestellt. Nach der Bedeutung von O’ 
haben wir uns natiirlich Fig. 18 um die i/"Achse ge^eht und nach 
der Seite der negativen 

jy-Achse O’ ^ ggj 

ubertragen zu denken, 
so daB im Raume zwei 
birnenformige symme- 
trische Rotationskorper 
entstehen. 

Um den SchluB, der 
uns zu 61. (11) fuhrte, 
analytisch noch etwas 
bindender zu machen, 
sei folgendes bemerkt: 

So wie wir im vorigen § 
unter dem Summon- 
zeichen z. B, in der 
Dispersionsformel eine 

^ 1 m Photo-ESmiasion bei langen Wellen. Die Intensitat der 

Summation nacJl alien nmisslon ist in emem Polardiagramm ani'getragen. 

Quantenzahlen zu ver- 

stehen hatten, so haben wir auch unter dem durch unser Integral- 
zeichen angedeutetenProzeB zu verstehen, daB wir alle Quantenzahlen 
zu beriioksichtigen haben, undzwar durch Summation, soweit dieselben 
diskret, durch Integration, soweit sie kontinuierlich sind. 
Wir haben also nach den angularen Quantenzahlen I, m zu summieren 
und nur nach der radialen Quantenzahl oder der, si^ vertretenden 
Hauptquantenzahl bzw. Gesamt-Energie E' zu integrieren; das 
Integralzeichen in 61. (1) bedeutet also ausfiihrlich geschrieben: 

(U) 

und die Funktion A {E') ist eigentlich zu ersetzen durch 



Strahlrichtung 
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Was wir nun oben gezeigt haben, lauft darauf hinaus, daB von der 
doppelt imendlichen Summe (14) von Integralen nur ein einziges 
von Null verscbieden ist, nanilich. dasjenige, fur welches-4^^ = 
ist, wahrend aUe tibrigen Ai^ exakt verschwinden. 

Beim Anbhck der Mg. 18 drangt sich der Eindruck auf, daB 
die elektrische Kraft, indem sie durch sohneh wechselnde Be- 
anspruchung des Atoms das Photo-Elektron aus dem Atomverbande 
loslost, ihm ihre eigene Richtung als Vorzugsrichtung aufpragt und 
daB die Abweichungen von dieser Vorzugsrichtung irgendwie im 
Anfangszustande des Elektrons begriindet sein mdgen. Es ist sehr be- 
merkenswert, daB die wellenmechanische Rechnung den so skizzierten 
kausalen Mechanismus nicht naher detailhert, sondern direkt auf 
den statistischen Endeffekt losgeht, der fiir den Vergleich mit der 
Beobachtung aHein wesentlich ist. Wahrend die Lichtquanten- 
Auffassung des Einsteinsohen Gesetzes die k aus ale Seite des 
Vorgangs uberzeugend zu fassen scheint, verzichtet die Wellen- 
mechanik auf das Kausale, bringt dafur aber die statistische 
Seite zum vohkommenen Ausdruck. Auch darin zeigfc sich das 
Statistische der weUenmechanischen Methode, daB sie, sogar beim 
Wasserstoff mit seinem einen Elektron, eine kontinuieriiche Ver- 
teilungskurve liefert, die offenbar als JVQttel liber sehr viele Einzel- 
fahe aufzufassen ist. 

Wir woUen erganzend und als Vorbereitung fiir den nachsten 
Abschnitt eine zweite Bereehnung geben, bei der wir als Polarachse 
-S’ r== 0 nicht die Richtung der elektrischen Kraft (^/-Achse), sondern 
die Strahlrichtung (a;-Achse) nehmen, indem wir setzen (vgl. Fig. 19, 
S. 220): 

(9 a) X = r cos O’; y = t sin 0 cos g); z = r sin O sin (p. 

Daim wird 

(8 a) =r — — Ger gin ^ cos w. 

^ ^ dy a 

wofiir wir nach Kap. I, § 2, Gl. (12) bei Unterdriickung des radialen 
Bestandteils setzen konnen 

(8b) = • • • PJ (cos O) cos (p. 

Gl. (10) geht dann uber in 

n 27E 

(lOa) = ••• (008^)0039) P™(co8 6 ')e-<’» 9 ’. 


§ 4 C. Photo-Effekt bei Iturzwelligem Licht. 
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Daraus folgt zunachst \m\= \ und sodann Z = 1 , letzteres wegen 
der Orthogonalitats-Bedingung der zugeordneten KugeMunktionen, 
Kap. I, § 6 , Gl. (24). Mithin reduziert sick jetzt if (JS') bezuglicb 
seiner Winkelabbangigkeit anf PJ (cos '9’) e- = sin -S’ oder 

vielmebr anf 

(12 a) = sin-O’cos gj, 

da von den beiden in zusammengefaBten Moglicbkeiten cos (p 
nnd sin 9 , nur die erste zu einem von Null verschiedenen Werte 
von A {E') fiibrt, wabrend die zweite wieder durch Verschwinden des 
Eaktors A unterdriickt wird, Dementsprechend baben wir an Stelle 
von (13) 

(13 a) J ^ sin® S’ cos® gj. 

Die bierdurcb gegebene Richtungsverteilung wird natiirlicb wieder 
durcb Eig. 18 dargesteUt; das Maximum Hegt, entsprecbend der 
jetzigen Lage der Polaracbse, bei S == 53c/2, 9 = 0 , die Botations- 
Symmetrie um die Bicbtung der elektriscben Kraft ist in der neuen 
Darstellung nicbt so unmittelbar ersicbtbch, wie in der alten. Dafi 
aber beide Darstellungen identiscb sind, siebt man unmittelbar in 
recbtwinkbgen Koordinaten: Beide Ausdriicke (13) und (13a) 
bedeuten nacb (9) und {9 a) 2 


Hier sind y und r zunacbst die Koordinaten des Aufpunktes, in 
dem die Intensitat J beobaobtet wird. Wir konnen sie aber auch 
auffassen als Koordinaten des Endpunktes von J in einem Polar- 
Diagramm, das uns, wie in Pig. 18, die GroBe von J fiir jede 
Eichtur^ durcb den Badius-Vektor r darstellt. Die Gleicbung 
dieses Polar-Diagramms lautet dann beidemal einfacb 

r® = 2 /a 

worin auBer der Identitat beider Darstellungen aucb die Botations- 
Symmetrie um die ^/-Acbse entbalten ist. 

Die Gesamtheit der Pboto-Elektronen /^cZS, die in einen 
Kegel zwisoben S und S+ ^^*9’ emittiert werden, ergibt siob aus 
(13 a) durcb Multiplikation mit sin S cZS cZ 9 und Integration nacb 9 . 
Man erbalt so 

(13b) sin® S. 


C. Einseitigkeit der Elektronen-Emission 
bei kurzwelligem Licbt. 

Der ganze Unterscbied gegen vorher bestebt darin, daB wir 
jetzt den Exponential-Paktor in (2) nicbt vernachlassigen. Wir 
recbnen ibn mit dem oberen negativen Vorzeicben, weil dieses zu 
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dem Integral I, Gl. ( 1 ), gehort und well II kein direktes pkysikalisches 
Interesse hat, vgl. S. 211. Nach Analogie roit (7) wird dann 

A{E') r{E')dx. 

Wir benutzen bequemerweise die Polarkoordinaten (9 a) und er- 
halten mit Hiicksicht auf (4) und (8 a) 

oo 

(15) J(J!') = —^Ocje o “^rdrA/m., 

0 

7t 2 7t 

(15a) = JsiU'O’dO’ j^dlqjsin-O’cos^je ^ 

0 Q 

Aus (15 a) foigt zunachst mit Notwendigkeit Iwi] = 1 , indem A fur 
m = 0 und | w | > 1 versohwindet. A verschmndet aber auch fur 
I m I = 1 , wenn wir e”“ durch siu 9 ? ersetzen wiirden [vgl. das bei 
GL (12 a) Gesagte], Somit speziaHsiert sioh die allgemeine Dar- 
stellung (4) von (P') bezuglich ihrer Winkel-Abhangigkeit zunachst 
auf 

(16) ^ (P') = '--Pi (cos^)cos 9 ), 
und die Darstellung (16 a) fur Ai^ geht Tiber in 

T 

(16a) Ai^=7t^^TrP%'e ^'^^^^Pl{QOB%)d%’. 

0 

Sodann entwickeln wir die Exponential-Eunktion in (16 a) und 
behalten nur das nuUte und erste GlLed der Potenzreihe bei, indem 
wir annehmen, daB 2 immer noch groB ist gegen alle in Betraoht 
kommenden Atom-Dimensionen r. Wir erhalten so 

7t 

(17) Aix = 7C^ sin- -O’ ^1 — cos Pj (cos •B’) d-B. ‘ 

0 

Das „nullte“ Glied stimmt naturgemaB liberein mit dem Integral ( 10 a), 
welches ja die Nakerung fiir tmendlich groBes X bedeutete, sofern 
wir dairin m=l setzen imd nach 9 ? ausintegrieren. Daraus 
foigt wie bei ( 10 a), daB dieses Glied nur fur 1=1 von Null ver- 
schieden ist. Wir bezeichnen semen Wert fur 1=1 mit Aq: 

^ +1 

(17a) Af^ =7t j sin^B’dO* = tc j(l -- x^ydx = | jr. 

0 “1 
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Im zweiten Gliede von (17) fiihren wir die Ablmrzung ein, 
indem vdr schreiben: 

Cl 

(17 b) = jc J sin® Q- cos ^ P} (cos O') d O. 

0 

Wir berechnen A^, indem wir die Darstellung von GL(12) anf 
S. 14, benntzen; 

(17c) A^^jt fsin^OcosO ^ = 3r fa:(l-a;®)^^~^da; 

^ ^ ^ J (icosO J ^ dx 

0 —1 


Oder nach einmaliger partieUer Integration: 

+1 

A^ = 3r |(3 a?® — 1) Pi(x)dx, 
— 1 


Der erste Faktor iinter dem Integralzeicben iat aber nach Fig. 1, 
S. 15, gleich 2 {x). Also 

1 

A^= 2 jr j Pg(ic) Pi{x)dx, 


Daraus scblieBen wir: A^ ist von Null verschieden nur Mr 
Z = 2 und wird in diesem Fall© nach Gl. (30) von S. 64 gleich 


2 7t 


2 4 jr 

27+1 ~ T' 


Wir fassen zusammen: Die in (14) angedeutete Summe reduziert 
sich bei unserer Wahl des Polarkoordinaten-Systems nnd bei Ver- 
nachlassigimg hoherer Potenzen von rjX anf zwei Glieder. Fiir 
das eine ist m == 1 nnd Z = 1; Mr das andere wi = 1 nnd 1 = 2: 


1 . m:= 1, 1= 1. Nach (16) ist 


A(E’) = = 7 + 

0 

nnd nach (16) 

Ip (Jr') = ' • • Pi (cos O) cos q). 


2 . m = 1, I = 2. Nach (16) gilt jetzt 


AiE') = ^^^CcK,A,,-, K, 


r Zr , 


+^Cfcr~a) . 


r^dr 
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und nach (16) 

^ (j^') = •••PI (cos &) cos (p. 

Die hier vorkommenden Koeffizienten und sind ersichtlich 
mit den Abkiirzungen aus Gl. (17a,b) identisch. Indem wir 

ibre Zahlenwerte und die AusdrQcke Pi und Pi einsetzen, er- 
halten wir fiir die in (14) angedeutete Summe bezuglicli ihrer Winkel- 
abhangigkeit 

(18) A{E’)il}(E')= ••• |l — ^ cos-S’! sin0-cos gj. 


Dabei haben wir den konstanten Faktor des ersten Gliedes vor die 
Klammer gezogen und mit dem nicht hingeschriebenen radialen Ted 
vereinigt. Hier laflt sicb nocb das Integral durch partielle Inte¬ 
gration auf Kx zuriickfubren. Es ist namlich, wie man sofort nach- 
rechnet: 

= Ty - lr- K^. 

^ ik — Z/a ^ 


Tragen wir dies ein und nennen wir die linke Seite von (18) W, 
so baben wir 


. 36 ^ k — iZjctf 1 , 



1 + 


3b3t 

Ti F+ 


■ cos -O’! sin cos cp 
%Z\(i ^ 


Das Quadrat des absoluten Betrages von W tritt jetzt an die Stelle 
des friiberen J, 61. (13) oder (13a), und miBt die Ricbtungsverteilung 
der Pboto-Elektronen. Bei konsequenter Vernacblassigung von 
erbMt man 


(19) 



36 2 


^ cos '6' I 


sin® d' cos® (p. 


Die Abbangigkeit vom Azimut q) ist naturbcb aus Symmetrie- 
grunden dieselbe geblieben wie frilher, aber die Abbangigkeit von 0* 
bat sicb geandert. 

Wir werdenzeigen, daB zufolge (19) die Elektronen-Emission 
vorzugsweise nacb vorn erfolgt, d.h. daB die Blektronenver- 
teUung sicb im Sinne der Strahlricbtung vorneigt. Zu dem Zwecke be- 
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rechnen wir den Offnungswiiikel des 5 ,Halbierungskegels“, d. h. des- 
jenigen Kegels, der die HaHte aUer emittierten Elektronen in sich 
faBt. Der -O’-Wert des Halbierungskegels heiBe d, dann gilt: 

2sr e It 

J J JsinO’^Z'B’cZjgp = | j J sin#dl^c?g). 

0 0 0 0 

Die Integration nach g) gibt auf beiden Seiten den gleichen kon- 
stanten Faktor, den wir weglassen konnen, diejenige naoh d' lautet: 


0 

f/, 36 2 3r hcosd' \ . fA 


+ 


36 2 3r IcQos ^ \ 
5 X Z^jay 


sin^'B’d-9’. 


Wir setzen x = cos = cos 0 und 

36 2 jt k _ 

5 X Jc^ -\- Z^ja^ 

0 liegt nahe an 3c/2, denn bei nnseren Voraussetzungen (die WeUen- 
lange X des auffallenden Lichtes sollte immer noch so groB sein, daB 
hohere Potenzen von rjX als die erste gestrichen werden konnten) 
vdrd die Verteilung derjenigen bei langwelligem Licht, die zu 
-9* = jt/2 symmetrisch war, nooh sehr ahnlich sein; x^ wird deshalb 
klein gegen 1. Wir erhalten nach Ausfiihrnng der Integration, weim 
wir alle hoheren Potenzen von x-^ streichen: 



Setzen wir noch 


I’ 



dann wird in nnserer Haherung x^ = cos @ = 9^; 


_ K _ 923r k 

~ T ~ JIT k^ + Z^a^ 

gibt also die Abweichung der Offnung des Halbierungskegels vom 
Wert Jc/2. Da 9 q positiv ist, gehen die Elektronen vorzugsweise 
naoh vorne, wie wir behauptet hatten. 
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Audi die Lage des Maximiims der Photo-Emission hat sich 
geandert, dieses ist ebenfaUs gegen 3r/2 nach vome verschoben. 
Wir berechnen es nach (19) und (20) aus der Gleichung: 


0 = ^ sin^O’ {1 + coS'O'} = 2 sin O’ ^cos O + cos^ O - sin^O^ 


In der letzten Klammer diirfen wir die mit der kleinen GroBe )c 
multiplizierten Glieder dadurch vereinfachen, daB wir in ihnen die 

erste Naherung 0 — n;/2 
einsetzen. Diese Klam¬ 
mer liefert dann fizr den 
Ort des Maximums: 


Pig. 19. 



( 22 ) 


cosO 




O = Oniax 
_ 7C 


Das Maximum hat 
sich also ebenfalls 
nach vorn, ,und zwar 
doppelt so stark als 
der , Halbierungskegel 
verschoben (vgl. Pig. 19). 

Auf Grund dieser Lage von laBt sich das Verteilungs- 

gesetz (19) fiir die Nahe des Maximums einfacher folgendermaBen 
schreiben: 


St&rkere Ausstrahluug nacii rom als naoh rllokwiirtB. 


(23) 


Sin- 


(»+i) 


COS" (p. 


Denn aus (23) folgt durch Bntwicklung nach 


J = ^sinO + ^ cos coB^g) = (1 -f ctg0) sin® 0 cos^qp 

und dies ist fur die TJmgebung des Maximums (sinOo^ 1, 
ctg O /V/ COS O) mit (19) identisch. Gl. (23) laBt folgende Deutung 
zu: Die Verteilung der Photo-Elektronen bei kurzwelligem 
Licht um das verschobene Maximum O = 3r/2 — «/2, ist 
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in der Umgebung desselben die gleiche wie die Ver- 
teilung bei langwelligem Licht um das unverschobene 
Maximum d" == 3r/2. 


Wir woUen auchdieVerschiebung des Halbierui^skegels GL (21) 
attf eine einfachere Form bringen. 

Die Bedeutung von 7c^ war nacb Kap. I, §7, Gl. (24a), (19) 
und (3 a): 


(24) 



~~¥~ 




Hier haben wir fiir die friiher mit E bezeicbnete Energie (J^ > 0 im 
kontinuierlichen Spektrum) entsprechend der jetzigen Bezeichnung 
und Normierung E' — E^ gescbrieben. Unser Wert (24) han^ 
also von der SteUe des kontinuierlichen Spektrums ab, die wir gerade 
betrachten. Nunistdurch den Kesonanznennerim Integral I, Gl. (1), 
die SteUe E' = Eh + hv hervorgehoben; diese SteUe wird in be- 
sonderem MaBe zur Elektronen-Emission beitragen. Setzen wir 
ihr jS"' in (24) ein und beachten GL (5), in der s = mv^/2 die 
kinetische Energie des emittierten Elektrons bedeutete, so ergibt (24) 
einfach 


(25) 


* = 


27tm 

“T“ 


V. 


(Hierfiir konnen wir, nebenbei bemerkt, auch schreiben 



wo Xv die zu v gehdrende de Brogliesche WeUenlange bedeutet.) 
Andererseits berechnen wir den Nenner in (21), namUch Ic^ + Z^ja^. 
Setzen wir fiir Ic^ den Wert (24) und fur E' den Wert Eh + hv ein, 
so wird 



8 

h 


+ 




(Eh-E,) + 




Bechterhand heben sich aber die beiden letzten GUeder gegen- 
seitig auf, derm es ist 


a 





^HT' 


EhZ^ 


und fur den Grundzustand des Wasserstoff-Atoms von der Kern- 
ladung Z 

Eh — Eq — — RhZ^ [E = Rydberg-Konstante). 


Mthin bleibt 
(26) 


2 ® 

^ + 1 


8 


h 
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Setzen wir (25) und (26) in (21) ein, so folgt 

mi ^ = 1 .— 

^ ^ 4 5 2Xv 10 c 

Es liegt nabe, diesen Wert in Zusammeiihang zu bringen mit dem 
Impuls des Licbtquants, welches zur Emission des 
Elektrons gefiihrt hat. Dieser Impuls ist hvjc und hat die 
Riohtung des Strahles. Der Impuls des Elektrons ist mv und hat, 
abgesehen von der Ablenkung durch den Lichtquantenimpuls, die 
Vorzugsrichtung senkrecht zum Strahl. Die Ablenkung betragt also: 



Setzen wir hier nach dem Einsteinsohen Gesetz, aber unter Ver- 
naohlassigung der lonisiertmgs-Spannung J, 



so wird (28) mit (27) identisch, bis auf den Eaktor 9/5^ auf den wir 
unten zuruckkommen werden. 

Indem wir soeben von dem Impuls des Lichtquants sprachen, 
haben wir den statistischen Boden der Wellenmechanik verlassen 
und uns auf den schon beim Einsteinsohen Gesetz betretenen 
kausalen Boden der Lichtquanten-Hypothese begeben. Statt 
den Impuls des Lichtquants konnen wir natiirlich auch, mehr 
phanomenologisch, den Strahlungsdruck des lichtes als Grund 
fur die Vorw^ts-Ablehkung der Photo-Elektronen ansehen, der 
ja nur erne Umsohreibung des Lichtquanten-Impulses bedeutet. 

Gegenuber den psyohologischen Vorziigen der kausalen Auf- 
fassung hat die statistisoh-welLenmechanische Behandlung den 
auch hier wieder zu betonenden praktischen Vorzug, daB sie uns 
Tiber die Intensitatsfragen aufklart. Wir haben dies gesehen,* indem 
wir die relative VerteiLung der Photo-Elektronen berechnet haben. 
Aber wir konnen weiter gehen und nach der Gesamtzahl der Photo- 
Elektronen, nach dem Absolut-Wert der Photo-Emission 
fragen. Dadurch wiirden wir zu einer rationellen Theorie des 
Absorptions-Koeffizienten von licht- tmd Rontgen-Strahlung 
gefiihrt werden, wobei es sich im Ealle der Rontgenstrahlung nicht 
um einen Absorptions-Koeffizienten, sondern um eine Serie von 
solchen Koeffizienten fur die Absorptionsvorgange in der A^-Schale, 
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in den drei JD-Schalen usw. handeln -wiirde. Wentz el hat 1. c. 
diese Theorie skizziert. Es ist nur notig, in den Eormeln (1) dieses 
§ die Integration nach E* auszufuhren. Wir miissen hier darauf 
verzichten nnd hemerken nur noch, daB diese Theorie auBer fiir das 
Verstandnis der Lioht- und Eontgen-Phanomene auoh entscheidend 
ist fiir die Erkenntnis des inneren Aufbaus der Sterne (Eddington). 


D. Vergleioh mit der Erfahrung. 

Wir sprechen zunachst von dem allgemeinen Charakter der 
Geschwindigkeits -Verteilung, den “wir unter B studiert haben, und 
gehen dann etwas naher ein auf die Einseitigkeit der Verteilimg, die 
unter C abgeleitet wurde. Sichere Erfabrungen lassen sioh nur bei 
hinreichend kurzweUigem Lioht, also bei Eontgenstrahlen, gewinnen. 

Gl. (13) bzw. (13 a) bezieht sioh auf polarisierte Strahlen. 
Die Anfangsrichtung der Photo-Elektronen, die von polarisierten 
Eontgenstrahlen ausgelost werden, ist zuerst an Hand einer An- 
zahlvon stereoskopischenNebelkammeraufnahmenvonE.W. Bubb^) 
studiert worden; planmaBige TJntersuchungen der Eichtungs- 
verteilung unter verschiedenen Versuohsbedingungen sind dann 
auf Grund einer erhebhoh groBeren Zahl von Einzelmessungen 
von P. Kirohner^) durohgefiihrt worden. Schon die Versuche 
von E. W. Bubb zeigten, daB die Eichtung des elektrischen Vektors 
eine deuthch ausgepragte Vorzugsrichtung fiir die Photo-Emission 
darsteUt — in qualitativer Dbereinstimmung mit den allgemeinen 
tJberlegungen auf S. 214. In quantitativer Hinsicht heferten freihch 
die Messungen von Bubb ebenso wie die ersten Messungen von 
Kirohner zunachst eine erhebhoh starkere Konzentration in der 
Eichtung des elektrischen Vektors, als dem Verteilungsgesetz (13) 
entspricht (namlich etwa J cos® •&•); nach Ausschaltung sub- 
jektiver Eehler bei der Ausmessung ergab sioh aber eine Eichtungs- 
vertehung, die innerhalb der Eehlergrenzen der statistischen Methode 
in tlbereinstimmung steht mit dem cos® 'B’-Gesetz der Gl. (13)®). Im 
Einklang mit der GL (19) steht auoh das experimentelle Eesultat, daB 
die Eorm der „azimutalen“ Verteilungskurve (Winkel (p) unabhangig 


1) F.W. Bubb, Phys. Eev. 23, 137 (1924). 

2) F. Kirohner, Ann. d. Phys. 83, 621 (1927). 

*) Esqperimentell wurde allerdings nicht der Winkel ^ bestimmt, 
sondem seine Projektion auf die g/JS-Ebene, d. h. der Winkel y? von 
GL (13a) und (19). 
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ist von der Wellenlange im Bereiclie von 0,3 bis 0,8A.-E. 
und von der lonisierungsarbeit im Bereiche von e/ = 300 bis 3000 Volt- 

In gleicher Weise hat sich iibrigens auch bei den Untersuchungen 
an nnpolarisierten Rontgenstrahlen von P. Anger die Porm der 
,,longitudmalen‘" Verteilnngskurve (WinkelO’) als unabhangig von 
Wellenlange (2 = 0,16 bis 0,8 A.-E.) und lonisierungsarbeit {J = 300 
his 35000 Volt) erwiesen. Bei unpolarisierten Strahlen ist natnr- 
gemaB der Emissionsmnkel %' stets von der Strahlrichtung aus zu 
messen, entsprechend der Bezeichnungsweise von Gl. (13a) und (13 b). 
Das sin®'O’-Gesetz fiir das in Gl. (13b) zunachst fiir polarisierte 
Strahlen abgeleitet wurde, das aber ersichthch fiir unpolarisierte 
Strahlen ebenso wie fiir polarisierte gilt, wurde von P. Auger an 
unpolarisierten Strahlen experimentell festgesteUt. 

Die Tatsache, daB der Schwerpunkt der Photo-Emission mit 
abnehmender Wellenlange immer mehr ,,nach vorn“ riickt, ist schon 
fruher Gegenstand einer ganzen Reihe von elektrometrischen 
Messungen gewesen. Quantitativ konnte aber das Voreilen des 
Maximums erst in neuerer Zeit sichergesteUt werden mit denjenigen 
Methoden, die die Registrierung des Elementarprozesses gestatten: 
mitdem Geigerschen Spitzenzahler®) einerseits und mit der Wilson,- 
schen Nebelkammer ^) andererseits. 

Naoh Gl. (21) bzw. (27) soUte der Halbierungs-Kegel in erster 
Naherung nach vorn verschoben sein proportional mit derjenigen Ge- 
schwindigkeit v, mit der das Elektron das Atom verlaBt. Dies ist in 
qualitativer tJberemstimmung mit dem Ergebnis des Experiments, daB 
das Maximum um so mehr nach vorn wandert, ]e kleiner die Wehen- 
lange der einfaUenden Strahlung ist, und andererseits, daB es um so 
weniger nach vorn wandert, je groBer die am Atom zu leistende 
lonisierungsarbeit ist (Bothe, Auger). Auch quantitativ gibt 
GL (21) die richtige GroBenordnung fiir die Lage des Halbierungskegels, 
wie aus der Pig, 20 hervorgeht. Diese steUt naoh den Messungen 

ut 

verschiedener Autoren den Yoreilwinkel •O’o als Punktion der 

Geschwindigkeit dar, mit der die Elektronen jeweils das bestrahlte 
Atom verlassen haben; die ausgezogene Gerade entspricht dem durch 
GL (21) gegebenen theoretischen Resultat. Die gemessenen Wiokel 
liegenzwar fast alle etwas unterhalb dieser Geraden. Aber Williams®) 


1) P. Auger, Journ. d. Phys. 8, 85—112 (1927). 

2) W. Bothe, Zeitschr. f, Phys. 26, 59 (1924). 

®) E. P. Williams, Nature 121, 134 (1928). 
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glaubt zeigen zu konnen, dafi die bisherigen Messungen nach oben 
bin zii korrigieren seien (vgl. den von Kirchner gegebenen Punkt + 
und die Korrektion desselben nach Williams). Wir mochten 
daber annebmen, dafi xinser Zablenfaktor 9/5, nm den die wellen- 
mecbaniscbe Kecbnung von der anschaubcben Interpretation durcb 
den Strablungsdruck abweicbt, real ist. Die punktierte Gerade 
entspricbt der letzteren, pbysikaliscb scbeinbar naher liegenden 
Interpretation. 

In Ubereinstimmung mit der theoretiscben Aussage von Gl. (23) 
ist schbefibcb anch die von Auger besonders bervorgebobene 



XAuger -^Kirchner ^Loughnctge ^WUUams ausden 
Messungen mKirehner 

Ausgezogeuo G-crnde: Wellenmecbiinische Berocbuuug. 

Punktierte G-erade: Brwartunp? naoh der eleiaontaren Auffassung (Strablungsdruck), 


experimentelle Feststellung, dafi die Form der Verteilung um das 
Maximum unabbangig ist von der Lage des Maximums und von 
der Grofie der lonisierungsarbeit. Nicbt von der Tbeorie erfafit 
werden dagegen die von einigen Autoren gelegentbch gefundenen 
Nebenmaxima der longitudinalen Verteilungskurve; diese scbeinen 
aber vorderband aucb experimenteU nicbt einwandfrei zu sein. 

Unsere Recbnung unter C war nur eine erste Naberung, da 
wir ja die Entwicklung der ExponentiaKunl^tion in (16 a) mit der 
ersten Potenz von r/A abgebrocben baben. Dies ist bei bartenRontgen- 
strablen strenggenommen nicbt mehr zulassig, weil dann die 
Wellenltoge A von derselben Grofie wird wie der Radius der iT-Schale 
des betreffenden Atoms. Bei y-Strahlen wird die Potenz-Entwicklung 
iiberbaupt illusoriscb; man ist dann auf eine exakte Integration 
der Exponential-Funktion angewiesen. 

Sommerfeld, Atombau und Spektrallinieu. Brg.-Bd. 


15 
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§ 5 . 

Beugung am einzelnen Hindcrnis, Probleme 
des ZxisammcnstoUes zweier Teilclien. 

Im AnschluB an die vorangehenden §§• wiirde es am nachsten 
liegen, mit den Storungsproblemen fortzufahren und zunachst den 
Compton-Effekt wellenmechanisoh zu behandeln. Wir zieben 
es aber vor, die weiteren Storungsprobleme znruckzuschieben nnd 
uns vorerst mit den einfacheren Beugungsproblemen zu beschaftigen. 
Wir werden bei dieser Gelegenheit auoh die spatere Behandlung des 
Compton-Effektes in mathematischer Hinsicht vorbereiten. 

Bei'den Beugungsproblemen untersoheidet man in der Optik 
die Beugung am einzelnen Objekt ()Spalt, Offnung, Sckeibe) 
und die Beugung an einem System regelmaBig an- 
geordneter Objekte (Strichgitter, Kreuzgitter, Raumgitter). 
In diesem § beschaftigen wir uns mit dem einzelnen beugenden 
Objekt, das wir als Atom oder Kern bzw. als Molekiil denken; die 
gebeugte Welle wird in A zunachst einen Strom von a-Teilchen 
bedeuten, in B und C einen Elektronenstrom. Im folgenden § gehen 
wir dann zu der Beugung von Elektronenwellen an einem regelmaBig 
angeordneten System von beugenden Objekten iiber. 


A. Ablenkung der a-Strahlen durch Atomkerne. 

Die Mikromechanik behauptet, Vorgtoge, die man sonst mit 
den Mitteln der gewdhnlichen Mechanik behandelt, in verfeinertem 
MaBe mit der Wellengleichung zu beherrschen. Ein charakteristisches 
BeispieP) dafiir Hefern die in der tJberschrift genannten Versuche, 
welche ja in den Handen von Rutherford erstmalig zur Auf- 
stellung des Kernmodells gefuhrt haben, also das Eundament der 
ganzen Atomphysik bMen. 

Wir denken uns ein a-Teilchen (oder, im Sinne von Kap. I, 
§ 8, besser einen Strom von a-Teilchen) aus der Riohtung der 
negativen rr-Achse einf allend. Dieser Vorgang wird nach Kap. I, 
§ 1, Gl, (14) und (16), mikromeohanisch beschrieben durch die 
WeUenfunktion 


( 1 ) 


^kx 



X 


Jl — ^ 

1/2 ME 


*) Q. Wentzel, Zeitschr. f. Phys. 40, 690 (1927). In allge- 
meinerem Zusammenhang M. Born, Gottinger Naehr. 1926, S. 146 
und W. Elsasser, Zeitschr. f. Phys. 46, 622 (1927). 
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M ist die Masse des a-Teilchens, E = M seiiie Energie und 
zugleich der Eigenwert unseres Problems. Da wir bier nur gewohn- 
liche Streuung ohne Energie-Ubertra-gung auf das Atom, d. h. nur 
elastiscbe StdBe betrachten woUen, wird E durch die vom Atom 
ausgebende Stdrung nicht geandert. Wir vereinfaclien also unser 
Problem dadurch, daB wir seinen Eigenwert E von vornherein als 
bekannt anseben. 

Die Storungs-Ursacbe sei ein neutrales Atom mit Z-i&oh. ge- 
ladenem Kern im Punkte Null (Nullpunkt des Koordinaten-Systems); 
seine Z Elektronen denken wir uns — gegen alle Regeln des perio- 
discben Systems — in der K-Scbale vereinigt, und zwar obne gegen- 
seitige Beeinflussung. Die Wirkung dieser Elektronen nacb auBen 
wird dann wellenmecbaniscb dargestellt durcb die Z-f ache Elektronen- 
wolke des Wasserstoffs im Grundzustande, d. b. durcb dessen 
Ladungsdicbte (vgl. Tabelie 1 von S. 84 a = Radius des ersten 
Bobrscben Kreises): 

( 2 ) 


V sei die potentielle Energie zwiscben dem a-Teilcben und dieser Elek- 
tronenwolke, einschbeBbch des Kerns. Wir berecbnen V am ein- 
fachsten aus der elektrostatisoben Differentialgleicbung 


(3) = 2e.4;rp, 

wo der Faktor 2 e der Ladung des a-Teilcbens Recbnung tragt. 
Als Grenzbedingungen sind bei der Integration von (3) zu beriick- 
sicbtigen: 

V = 0 fur r = CX3 (neutrales Atom), 

1 7 = „ 9 - = 0 (Z-f&oh geladener Kem). 

Da V ebenso wie p spbariscbe Symmetrie bat, wird 

Fiibren wir die vorubergebende Abkiirzung ein q = 2, r Zja, so 
lautet (3): d^{qV) _ 2 ^ ^ 

dq^ a ^ 

Die Integration .ergibt, wie man leicbt verifiziert, und zwar mit 
Rticksicbt auf (3 a) eindeutig: 

15* 
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also 

(4) 


F=2e^z(I + 


Z\ -2r- 

a) 


Im iibrigen sei bemerkt, daB die besondere Form dieses Aus- 
drucks fiir das Folgende unwesentlicli ist. Worauf es ankommt, ist 
einerseits das exponentielle Versckwiaden fiir r = oo , welches 
die Abschicmung der Kernladung durch die ElektronenwoUte zum 
Ausdruck bringt, andererseits das Unendhchwerden fur r == 0, 
welches der Wirkung des 2^-fach geladenen Kernes entspricht. Beide 
Eigenschaften bleiben erhalten, werni wir, anstatt die Elektronen in 
der K-Sehale zu vereinigen, sie auf mehrere Schalen verteilen warden, 
Oder auch, wemi wir mit Wentzel, 1. c., den Addenden Zja in (4) 
fortgelassen und V mehr phanomenologisch angesetzt hatten. 

Die Wellengleichung des Gesamtsystems a-Teilchen + Atom 
lautet nun, wenn wir Zustand und Ort des Atoms als gegeben 
ansehen, also die betreffenden Freiheitsgrade nicht mitrechnen: 

Q —2 /!//■ 

(5) + = 

Wir behandeln V als Storungsghed und setzen an in der Form 

wobei wir das Produkt F vernachlassigen diirfen. Gl. (5) geht 
dann [vgl. die Erklarung von k in 61. (1)] Tiber in: 

^ = 0 . 

Da hier die beiden ersten Glieder fiir sich verschwinden, ergibt sich 
fiir die durch Hinzutreten der Storungsfunktion V inhomogen 
gewordene DiEferentialgleichung^): 

( 6 ) + 

Den Weg zur Integration zeigt der folgende Vergleich: 
Potential-Theorie Schwingimgs-Theorie 

Jcp = — 4:7CQ, = — 4:rrd, 

I ~ c?r. = I 




Ebenso findet man leicht fiir die Stomng n-ter Ordnung V'w 
rekiirsiv y 
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Die Integral-Darstellung fiir cp ist die wohlbekamite, dem Xewton- 
schen Gesetz entspreehende; genau ebenso, namlich aus dem Green- 
sclien Satz, Gl. (14) in Kap. I. § 5. leitet man aber die Integral- 
darstellung fiir ^ ab, indem man als charakteristische Funlction 
statt Ijr (Losung von A (p = 0) benutzt (Losung der ent- 

sprechenden bomogenen Gleicbung Ai^ + ijf = 0). Auf (6) an- 
gewandt, erhalteii w: 


(7) 


= — 


2 

1?T 


f(-+- 

J vt-q a 


az 


^■] e “ 


tq -r ikXQ 




dt. 


P ist (vgl. Fig. 21) der Anfpunkt, fiir den berechnet werden soli, 
Q der Integrationspunkt. Im Ausdruck von 


6 


F V 


haben wir namlich r zu ersetzen dnrch Tq == Abstand OQ nnd x durch 
XqI dagegen bedeutet r im Ausdruck der charakteristischen Funktion 



Abstand PQ, den wir mit rpQ bezeichnet haben. Endlich 
sei r ohne Index der Abstand OP. Wir interessieren uns nur fiir 
Lagen von P mit sehr groBem r. Dann ist, vektoriell geschrieben: 
i '‘•pQ = |r —tQl = [r®— 2(rrQ) + r |]‘/2 

+ •••) = — 

hier bedeutet e den Einheitsvektor in Richtung 0 P ; ferner fiihren 
wir den Einheitsvektor in Richtung OZ ein (vgl. Fig. 21), durch 
den sich Xq^ so ausdriickt: 

(8 a) XQZ={t^,X(^. 
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Offenbar diirfen wir uns im Nemier (7) mit der nuUten Nalierung 
rpQ = r begniigen und brauchen die erste Naherung (8) nur im 
Exponenten von e zu verwenden. Gl. (7) schreibt sich dann so: 


( 9 ) 


r J \r<2 "■ a/ 


Die Integration lal3t sich jetzt leicht ausfuhren in einem passend 
gewahlten Polarkoordinaten-System, dessen Polarachse OA parallel 
dem Differenzvektor Cq — e liegt. Die Koordinaten des Integrations- 
Punktes Q in diesem System seien 


p = rQ, %• = 2i^0Q^ (p = urn OA, 

Dann wird einfach 

(^0 —e.i-’e) = |eo —e| 9 cosa'. 

Nach der Figur ist aber | — e | Grundlinie eines gleichschenkligen 

Dreiecks, dessen Winkel in 0 gleich ® ist (@ = ^ XOP = Beugungs- 
winkel oder Streuungswinkel) und dessen beide Sehenkel 1 sind. 
Also 

0 ® 

(9a) I ^0 — ^1 = 2 sin —, (c^ — e,rQ) = 2 9 sin — cos O’. 

Indem wir die Integration nach 9 sogleich ausfuhren und statt 
wieder schreiben, geht (9) iiber in: 

(10) ^, = Gs.I + Gjj.II, 

^ 43r®e®2 ~ _ 4 n:® e’ *’’ 

¥W T' ~ X^Ea 

7t 00 

I = jsinO’C^O'j 

0 0 

91 “» 

II = JsinO’ci^O’ 

0 0 

^7j & 

( 10 a) c — —, d = 2& sin —• 

^ ^ a 2 

Die Integration nach q liefert in I bzw. II 

1 . 2 
(c — id cos 0 *)^ (c — id cos O')® 
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und die Integration nach wenn man y = c — id cos S' macht: 


I = 



c -r id 

i =1(—L _ 

id} id\c — id c 

c — id 
c -r id 

id] 2 id '(c — idf 

c — id 


JL-) = -±- 

id/ 


1 \ _ 4 c 

(c + id)y ~ (/ + d^f 


Wir betrachten zunacbst nur den ersten Bestandteil Cj . I von 
und haben wegen (10 a): 


i^^ii = 


X^Er 


,0 


Z^ 


4I-sin*2 + 


Nach unserer Einfiihrung von % in (1) war | I = konnen 

daher auch sohreiben, iadem wir noch aus dem Nenner der letzten 
Gleicbung 4 herausziehen und beachten, dafi A = 2^ ist: 


(11) 



mit der Abkiirzung 
(11 a) 



1 

\2Er) 

(.m* ! + «•)■ 


X Z 


Gl. (11) kann interpretiert werden als die Anzahl der um den 
Winkel ® abgelenkten Teilcben | im Verhaltnis 

zur Menge der auffallenden Teilcben j^ol^ und stimmt 
genau mit der Formel der klassiscben Mecbanik (s. unten) 
uberein, nach der Rutherford seinerzeit seine Versuche 
berechnet hat — vorausgesetzt, dall wir das Korrektions- 
glied vernachlassigen durfen. 

Wir priifen diese letztere Voraussetzung. Nach (1) ist 


(11b) 


h h II 3,6,10-® 
7000 ’ 


wo der Nenner 7000 das Verhaltnis Mjfjb (Masse des Helium-Atoms 
durch Elektronenmasse) und der Zahler die GroBe hjfxv mit 
a; = 2.10® bedeutet. Daher wind mit a = 0,53.10-® (vgl. 
Kap. 2, S. 108) 

(lie) ^ ~ 10-* 



232 


Kap. II. Storungs- und Beugxmgsprobleme. 


und fiir ^ 79 (An) 

a 1 , 2 . 10 -^ 


Wir muBten also schon zn extrem kleinen Winkeln ® ubergehen, 
wenn das Korrektionsglied neben sin^ 0/2 zu berlicksichtigen 
sein soil; fiir alle der Beobachtung zuganglichen & ist es zu ver- 
nachlassigen. 

Aus demselben Grunde ist nun auch. das zweite Glied in (10) 
gegen das erste zu vernachlassigen. In der Tat wird nach den vor- 
stehenden Angaben 


Cjrll _ Z 2c 
Gj I ~ a 


4:Z^ 1 



sin^ 


0 

2 


(wenn © nicht sebr klein ist). Wir konnen also unser Endergebnis 
unter den Verbaltnissen der a-Strahl-Beugung praktiscb in die 
Eormel fassen: 

( 12 ) 

2 



Es bleibt nur noch librig, diese Eormel rein korpuskular ab- 
zuleiten. Der folgende Weg, der sick an Kap. 6 , S. 410, anschlieBt, 

diirfte besonders bequem sein. 






p 


V 


L.XV 


Alileakong einer ce-Stxahl-rartikel duxch eiuen 
Kexn nach dex klassischen Mechanik. 


Die verlangerte Anfangsrichtung 
des Teilchens gebe im Abstand p 
am NuUpunkt, d. b. am Orte des 
ablenkenden Kerns vorbei. Wir 
schreiben Elachen- und Energie- 
satz in ebenen Polarkoordinaten 
r,(p (vgl. Eig. 22) bin: 
r^g) = pv^ 

- (r® + + —— = E. 


Man klammere 9 ® in der weiten 
Gleichimg aus und ersetze es nach 
der ersten GleLchung; femer betrachte man tp als unabbangige, 
a= 1 /r als abhangige Variable. Es entstebt: 


— 


l\dfj 


+ a' 


'j + 2 e^Zs = 


E. 


Um eine bneare Differentialgleicbung zu bekommen, differentiiere 
man nacb gp und bebe den gemeinsamen Eaktor dsjdq) beraus; 
man erbalt: 

d^s ^ ^ ^ 2e^Z e^Z 

+ s = -G, 0= — - 


d(p^ 


Mp^v^ p^E 
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Die allgemeine Losung lautet 

( 13 ) s = — 6^ -f J. cos 93 -f R sin 9?. 

Der Anfangszustand tp — tc. ^ = 0 (vgl. die Figur) liefert 

(14) A = —G, 

Schreibt man daraufhin statt (13) 

(13a) I =By, 

so ist, ebenfalls fiir die Anfangs-AsjTnptote, 

1 

y = p, r+a; = r—|a:| = —— =0, 


also nach (13 a) 
(15) 


Die End-Asymptote verlaufe imter dem Winkel cp = @. 
zeigt (13) mit (14) und (15): 


0(1-1- cos @) = — sin 0, 
V 


Dann 


® I fE 
^ ^Z' 

(13) ist die Polargleichimg der Hyperbel, 0 ihr (auBerer) Brenn- 
ptinkt; der Mittelpnnkt M ist als Asymptoten-SchmttpunJ^ m der 
Figur eingetragen. Die Zabl der Tedcben, die auf (Me Flaeh^- 
einbeit bzw. anf die Flache senkrecht zur primaren Strabl- 
richtnng fallen, sei n bzw. N = nscp^. Nach (16) kannman dafiir 
schreiben 



Daher wird die Zahl der Teilchen, die urn den Winkel zwischen & 
und & + d@ abgelenkt werden: 



& 

ctg d@ 



Diese Teilchen fallen im Abstande r anf eine Kugekone von der 

GroBe 7 ^ 

dF = 2 jcr® sin @d®. 
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Also fallen anf die Flacheneinheit in diesem Abstande 


dN _n 
dF ~ 2 




sin @ sin^ 

A 


Ersetzen w hierin sin® durch 2 sin@/2 cos ®/2 und gehen zum 
Verhaltnis der abgelenkten zu den einfaUenden Teilolien, beide pro 
Flacheneinheit gerechnet, d. h. zu 

dF 


liber, so entsteht genau Gl. (12). 


B. Vergleich mit der Erfahrung, tJbertragung der 
vorangehenden Resultate auf Elektronen-Strahlen. 

Zunachst ist die Erage zu entsckeiden, ob die durch gegebene 
Abweichung unserer Formel (11) von der Butherfordschen 
Formel (12) wellenmeohanischen oder statistisohen Ur- 
sprungs ist, d. h. ob sie ihren Grand hat in der Verfeinerung der 
Mechanik oder in der statistisohen Ausgestaltung des Atom-Modells, 
die die Sohrodingersche Formel (2) mit sich bringt. Die Frage 
ist dahin zu beantworten, daB das fragliche a^-Glied statistisohen 
Ursprungs ist. Dies folgt aus einer Untersuchung von W. Gordon^), 
welche den Zusammenstofi eines nackten Kernes (ohne neutrali- 
sierende Elektronenhiille) mit einem Strom paralleler Korpuskeln 
behandelt und hierfiir in Strenge die Butherfordsche Formel 
ohne das a®-Ghed liefert. Bei dem Zusammenstofi zweier Teilchen, 
die in rein Coulombscher Weise aufeinander wirken, stimmt also 
die Wellenmeohanik exakt mit der klassischen Mechanik liberem^). 

In methodisoher Hinsicht ist hierzu folgendes zu bemerken: 
In der Beugung des Lichtes kennt man seit altersher zwei sich er- 
ganzende Methoden, emerseits die Methode des Huygenssohen 
Prinzips, andererseits die der Beihenentwicklungen, erstere fur 
kleine, letztere fur grofie Wellenlangen geeignet. Die Gordonsohe 


^) Zeitschr. f.. Phys. 48, 180 (1928); vgl. auoh J. B. Oppenheimer, 
ebenda 43, 413 (1927). 

2) TJnstimmigkeiten, die im Cavendish-Laboratorimn bei sehnellen 
a-Teilchen gefuaden sind, diirfteu daher ihren Grund eher in einer 
Kernstruktur als in einem Versagen der klassischen Mechanik haben. 
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Reohnung stutzt sicli ausdnicklicli auf die Methode der Reihen- 
entwicklung und ist exakt durchgefiihrt; dagegen entspricht unser 
an Wentz el ankntipfendes Verfahren in gewissem Sinne dem 
Huygensschen Prinzip und ist zunackst approximativ. Die exakte 
Ausgestaltung dieses Verfahxens durch. Naherungen zweiter und 
hoherer Ordnung geben Born und Elsasser, vgl. das Zitat am 
Anfang von Abschnitt A. 

Wir wenden uns nun zu Versucben mit Elektronen-Strahlen. 
Hier spielt ersiohtlicb das Korrektionsglied mit eine viel grofiere 
Rolle als bei den Versucben mit a- 
Strahlen. Denn bei unserer Abscbatzung 
von X in Gl. (lib) fallt jetzt der Eaktor 
7000 im Nenner fort, so daB Xja, 

Gl. (11 o), in die GroBenordnung 1 riiokt. 

Aucb fixr a ergibt sich, je nach dem 
besonderen Werte der Kernladung Z 
und der Gesohwindigkeit i;, die GroBen¬ 
ordnung 1. 

Herr F. Kirchner hat die groBe 
Freundlichkeit gehabt, das von ihm 
friiher veroffentbcbte statistische Ma¬ 
terial^) daraufbin zu uberpriifen, ob 
sich in ihm das a^-Glied bemerkhch 
macht. Es handelte sich um Kathoden- 
Strablen von 10 bis 40 kV Geschwin- 
digkeit, insbesondere in Argon-Gas, 
nach der Wilsonsohen Methode der 
Hebelkammer aufgenommen. Bei der 
Auszahlung der ZusammenstoBe wurden 
nur Starke Ablenkungen, 20® und dar- 
iiber, beriicksichtigt, das sind solohe, 
bei denen das Elektron dem Kern hin- 

reichend nahe kommt, oder, wie wir auoh jetzt noch sagen konnen, 
in die Z-Schale eindringt. Die bei dem einzelnen ZusammenstoB 
maBgebende Gesohwindigkeit des Elektrons wurde dabei aus der 
Bahnlange des austretenden Elektrons in der Wilson-Aufnahme 
abgeschatzt. 

In Fig. 23 bedeuten die Abszissen den Ableiikungswinkel 0 
zwischen 0 und 180® (groBe Ablenkungen hnks), die Ordinaten sind 



Ablenkiing von Xathodenstralilen in 
Argon. 

O G-eaehwindiglceit >• 16 kV, 

+ Q-aschwindiglcelt << 10 kV, 

X AvltUmotiRoIiGB Alittel keider. 


1) Ann. d. Phys. 83, 969 (1927). 
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die Zahlen N aller Teilchen, deren Ablenkung groBer als ® ist. Die 
Dormel fiir diese integrale Teilchenzahl ist nacli (10) und den an- 
schlieBenden itechnungen 


7C 



& 


Die Integration lafit sich leicht ausfiihren; ingbesondere ergibt sich fiir 

@ 

0 der Ausdruck N = 2>G ctg^ die zugehorige Kurve, 

Ji 

die also dem Rutherfordscben Gesetz entspricht, hat fiir 0 = 0 
ein unendliches Maximum. Wie man sieht, hegen die Beobachtungen 
weit unterhalb dieser Kurve. Die gemittelten Beobachtungen (x) 
folgen etwa der theoretischen Kurve fiir = 14 . Beobachtungen 
bei groBeren Geschwindigkeiten (O) liegen dariiber, die bei kleineren 
Geschwindigkeiten (4-) darunter, wie zu erwarten ist. Der theoreti- 
sche Wert von a® berechnet sich fiir Argon {Z = 18) und 16 kV 
Geschwindigkeit nach GL ( 11 a) zu rund ein Drittel. Nach dem, 
was wir am Anfang dieses Abschnittes gesagt haben, handelt es 
sich bei dieser Abweichung von der Kurve fiir = 0 nicht um einen 
wellenmechanischen Beugungs-Effekt, sondern um einen statistischen 
Abschirmungs-Effekt der kern-nahen K-Elektronen. Man konnte 
diesen Abschirmungs-Effekt auch nach der alteren Theorie rechnen, 
durch geeignete Mittelung iiber aUe moghchen Lagen der Z-Bahnen. 
Aber man sieht zugleich, wieviel einfacher und treffender diese 
Rechnung in der Schrodingerschen Theorie wird, die ja die 
Statistik aUer Bahii-Moglichkeiten in ihre Grundlagen aufgenommen 
hat imd daher das fiir die Beobachtungs-Diskussion benotigte Mattel 
direkt hefert. 

SchlieBlich haben wir in diesem Zusammenhang auf Beob¬ 
achtungen von E. G. Dymond^) hinzuweisen, die die erste An- 
deutung von eigenthchen Beugungs-Effekten beim ZusammenstoB 
zweier Teilchen zu enthalten schienen. Kathodenstrahlen von 
100 bis 400 Volt warden in Helium-Gas geschossen; die Ablenkungen 
wurden elektrometrisch gemessen; unelastische ZusammenstoBe, 
bei denen die primare Geschwindigkeit um das Anregungs-Potential 
des Heliums abgenommen hatte, konnten experimenteU von 
elastischen StoBen getrennt werden.* Es ergaben sich ausgesproohene 


1) Phys. Rev. 29, 432 (1922). 
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Maxima in der Verteilungs-Kurve der abgelenkten Strahlen, be- 
senders ein auBerst scbarfes selektives Maximum bei unelastisohen 
ZusammenstoBen, dessen Lage unabhangig war von der primaren 
Geschwindigkeit. Die flacheren Maxima wanderten bei zunehmender 
Geschwindigkeit (abnehmenderWelleiilange) nach groBeren Beugungs- 
winkeln, entgegen alien Begeln der optischen Beugungspbanomene. 

Bisher ist es nicht mogHch. gewesen, die Dymondschen Ver- 
teilungs-Kurven theoretisch zu deuten; auch die Theorie von Born- 
Elsasser, vgl. das Zitat am Anfang dieses §, reicbt dazu nicht aus. 
tJbrigens ist die Dymondsche Publikation nur eine vorlaufige. 

C. ZusammenstoB von Elektronen und Gasmolekulen. 

E. Fermi^) gibt ein besonders lebrreiches und einfaches Beispiel 
fur die Anwendung der WoUenmechanik auf StoB-Vorgange. Um 
es dreidimensional anschaulich zu machen, idealisiert er folgender- 
maBen: Elektronen fallen aus irgend einer Bichtung der a;y-Ebene 
als paraUeles Biindel ein; sie treffen auf Gasmolekiile, die sich nur 
um eine raumfeste Achse, etwa senkrecht zur ajjy-Ebene, drehen 
konnen. Wir haben also drei Freiheitsgrade: die Koordinaten xy 
des Elektrons und den Drehwinkel (p des Molekiils. Letzteren fiihren 
wii als dritte rechtwinlclige Koordinate 



ein, wo J das Tragheitsmoment des Molekiils um seine Drehachse, 
pi, die Masse des Elektrons bedeuten moge. Dann lautet die Wellen- 
gleichung dieses Problems ebenso wie die Wellengleichung fiir einen 
Massenpunlit im dreidimensionalen Baum der xyz\ 

<18) 7)^ = 0. 

V ist die potentielle Energie der Wechselwirkung von Elektron und 
Molekiil, E die Gesamtenergie beider. 

Zunachst sieht man, daB z nach (17) die Dimension einer Lange 
hat, da ja die Dimension von J Masse x Quadrat einer Lange ist. 
Sodann bemerke man, daB die kinetische Energie von Elektron 
+ Molekiil lautet: 

(ifc® + = -^ (JB® + i/® 4- S^). 


1) Zeitsohi'. f. Phys. 40. 399 (1927). 
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Wir haben also bei unserer Definition von z dieselbe kinetische 
Energie nnd daher ancb, vgl. Kap. I, § 11 A, dieselbe Wellen- 
gleichung wie beim einzeinen Massenpunkt in drei Dimensionen. 

Das Molekiil befinde sicb an der Stelle a; = «/ = ^5 j® nach 
seiner Umdrehungs-Phase wird es aber durcli einen wecbselnden 
Punkt der js-Achse dargestellt. Bei groBem Abstande des Elektrons 
vom Molekiil ist F = 0 und .S7 = wo E-^ die Idnetische 

Energie des Elektrons, E^ die des Molekiils bedeutet. Der Koeffizient 
von ^ in der Wellengleichiing, der dem Quadrat des Brechungs- 
index entsprioht, vgl. Kap. I, § 1 , Gl. ( 8 ), ist dann konstant. Wir 
haben also ein optisch homogenes und isotropes Medium, auBer 
in der Umgebung der 2 ;-Aohse. Hier ist F periodisch ver- 
anderhch, zugleich mit der Bewegungs-Phase des Molekiils. Die 
Periods ist, vgl. (17): 

(19) a = 2 3r 

WeUentheoretisch bedeutet das ein lineares Gitter. In der Tat 
ist ein periodischer Wechsel des Breohungsindex, wie wir ihn soeben 
beschrieben haben, wellentheoretisoh dasselbe wie eine hneare Folge 
von beugenden Offnungen oder von optischen Hindernissen irgend- 
welcher Art. Wir wenden also die gewohnliche Gitterformel, Kap. 4, 

§ 1 , Gl. ( 1 ), an: 

(20) a — ojo = ~ • 



Hier ist X die Wellenlange der unserem bewegten System ent- 
sprechenden de Broglie-Welle; wir werden sie am besten aus der 
Wellengleichung entnehmen. n ist die Ordnung des Beugungs- 
Vorganges. Oq und a bedeuten die Kosinus des EinfaUs- und Beugungs- 
Winkels, beide gemessen gegen die jsj-Richtung. Dabei handelt es 
sich aber nicht um den Einfallswinkel des ankommenden Elektrons 
gegen die 2 ;-Achse, welcher ja nach Voraussetzung gleich 90® ware, 
ebenso wie der Abgangswinkel des gebeugten Elektrons, sondern 
um die betreffenden Winkel fiir die unserem Gesamt-System ent- 
sprechende de Broglie-Welle. Auch diese Wmkel entnehmen wir 
am besten der Wellengleichung bzw. ihrer Integration. 

In groBem Abstande von der g-Achse geht (18) wegen F = 0 


Tiber in 
( 21 ) 


8 

~W~ 


E. 


^il> -I- k^-4) = 0, P = 
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Hierdurch ist A bestimmt; denn es gilt 

h 


( 22 ) 


^ _ 2 _ 


Wir integrieren (21) wie beim optischen Problem der ebenen Xioht- 
welle Tind schreiben: 

(23) 'll) = ^ e^A:(a5ain^coax + ?/8in^ain;f + ascoB^)^ 

d' ist der Winkel der Wellennormale 'gegen die 2;-Ach.se, so daB 
cos 9* = Oq Oder = a wird, je naohdem wir die einfallende oder die 
gebeugte Welle betrachten. % bestimmt die Richtung des einf allenden 
bzw. des gebeugten Elektrons in der a:2/-Ebene. 

Wir konnen aber 61. (21) auch separieren, indem wir ijj in 
. i/zg nnd E in zerspalten und ^1. ^2 ©inzeln den Gin. 

unterwerfen: 


(24 b) 




^2 + == 




E. 


1 -2 >^2 — -5 -2 — -^2 

Die Berechtigung bierzu leiten wir daraus ab, daB E-j^ zur Elektronen- 
Bewegung, j^g Molekiil-Drehung gebort und daB beide Bestand- 
teile bei groBer Entfernung zwischen Elektron und Moleklil un- 
abhangig voneiaander sind. 

Die Integration von (24a) und (24b) LLefert: 

[ 

bei derselben Bedeutung von % wie vorher. Der Vergleich der 
Koeffizienten von x, y, z in (23) und (25) gibt 

(26) Ajsin'B’ == jfcj, ^cos/^- == h^, 

Wegen (21) und (24 a, b) ist dies gleichbedeutend mit 


(25) 


(27) 


sm-9’ 


=yi, 


Die Periodizitat von V bringt es mit sich, daB auch der Wellenzustand 
periodisch nach der js-Richtung sein muB, mit der Periode a, GL (19). 
Wir werden also fur die einfallende bzw. gebeugte Welle verlangen: 


= = bzw. = = 


Tnr 
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WO m Tind m* ganze Zahlen sind. Daraus berechnet sicb die Rotations- 
Energie bzw. E'l vor iind nach dem ZusammenstoB naoh Gl. (24b): 


(28) 



TjT* _ 

- 


Sit^J 


Pies ist der Deslandressche Term [Kap. 9, § 1, Ql. (4)], und zwar 
roit ganzzabliger, nicbt halbzahliger Rotations-Quantenzahl m, 
entsprecbend dem Umstande, daO wir einen Rotator mit fester 
Achse betracbten (Kap. I, § 3, D). 

Aus (27) nnd (28) folgt jetzt der Wert von cos O’ vor und nach 
dem ZusammenstoB. Nennen wir ihn wie oben Oq und a, so haben wir 

mh 

Setzen wir schlieBlich diese Werte in die Beugungs-Bedingung (20) 
ein, zugleich mit den Werten (19) und (22) fiir a und X, so folgt 


(30) — m ^ n. 

Der ZusammenstoB erfolgt also quantenhaft. Der 
Rotator gewinnt oder verliert | n | ganze Rotations- 
quanten, je nachdem n positiv oder negativ ist. 

Gleiclizeitig verliert oder gewinnt das Elektron wegen Konstanz 
der Gesamt-Energie JS den durch (28) bestimmten Energie-Betrag: 


B* - - (Bt - B^). 


Wir haben einen StoB erster oder zweiter Art (vgl. Kap, 7, 
S. 530/1), je nachdem dieser Betrag negativ oder positiv 
ist, d. h. je nachdem beim ZusammenstoB das Molekiil 
vom Elektron oder das Elektron vom Molekiil angeregt 
wird. Im Ealle m — m*, = E* ist der ZusammenstoB 

elastisch. 


Die Winkel % und der Elektronen-Bewegung bleiben natiirlich 
unbestimmt; denn bei unserem hnearen Gitter sind alle Azimute 
innerhalb der um die s-Achse beschriebenen Beugungskegel 
(Offnungswinkel O’?, O* . . . O* fur die erste, zweite, . . . ?i-te Ord- 
nung) gleichberechtigt. 

Die besondere Eleganz dieses Eermischen Beispiels besteht 
darin, daB — ebenso wie in der Theorie des Beugungsgitters — 
keine besondere Aanahme liber die Beschaffenheit des Gitters — 
hier iiber die potentieUe Energie V — notig ist, sofern keine quanti- 
tativen Angaben iiber die relative Intensitat der verschiedenen 
Beugungsbilder —- hier iiber die Ergiebigkeit der verschiedenen 
elastischen und unelastischen StoBe — verlangt werden. 
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§ <5. 

Gitterbeugimg der Materie, KristalMnterferenzen 

von Elelitronen-Wellcn. 

Bereits im vorigen § haben wir die Gittertheorie lierangezogen, 
um die Beugung von ElektrorLen-Strahlen an einem rotierenden 
Moleklil wellenmeclxaniscli zvl bebandeln. Das beugende Objekt 
war dabei aber ein einzelnes Molekiil, nicht eine regelmafiige An- 
ordming von Beugungs-Objekten^ Wic wenden nns jetzt zur eigent- 
licben Gittertheorie, d. h. zur Beugung der Materie-Wellen 
in Kristallen. 

Die ersten Versuche Tiber diesen faszinierenden Gegenstand 
verdanken wir bekanntlieb Davisson und Germer. Es handelte 
sich um die Beugung von Elektronen an einem Eirdmstall von Nickel. 
Die beobachteten Beugungs-Pb-anomene sindrichtige Lane-Fie eke, 
deren Anordnung die Sj’^mmetrie des Einkristalls widerspiegelt, 
wie bei der Beugung von Rontgenstrahlen. Ebenso eindrucksvoll 
sind die spMeren Versuche an diinnen Metall-Folien von milcro- 
kristaUiner Struktur; die ersten Aufnahmen dieser Art verdanken 
wir G. P. Thomson. Die beobachteten Beugungs-Phfcomene ent- 
sprechen genau den Debye-Solierrer-Hull-E-ingen der Rontgen- 
Analyse. Es moge erwahnt werden, dafi auch die elektrische Leit- 
fahigkeit der MetaJle Kunde gibt von der Beugung und Interferenz 
der Leitungs-Elektronen im Gitter der Metall-Ionen, insofern, als 
man nach der neueren wellenmecbanischen Statistik der Elektronen 
die Temperatur-Abhangigkeit der Leitfahigkeit naoh denselben 
Formehibefriedigendberechnen^) kann, wie die Streuung der Rontgen- 
strahlen im Kristallgitter. Jedoch liegt das letztere Problem auBer- 
halb des Rahmens unserer DarsteUung, so daB wir uns hier auf die 
Theorie der erstgenannten Versuche beschranlcen werden. 

A. Die Versuche von Davisson und Germer^). 

Ein Strahl von Elektronen homogener Geschwindigkeit im 
Vakuumfallt senkrecht aiai die Oberflache des Ni-KristaUs (Oktaeder- 

W. V. Houston, Zeitsebr- f. Phys. 48, 449 (1928); vgl. auch 
A, Sommerfeld, Naturwiss. 16, 374 (1928). 

^) Phys. Rev. SO, 705 (1927); vgl. auch Nature 119, 568 (1927) 
imd Proc. Nat. Acad. 14, 317 (1928), sowie die fruheren Versuche von 
Davisson und Kunsman, ebeuda 22, 242 (1923). Die im Text ge- 
gebene Theorie ruhrt von H. Betbe her; vgl. die vorlaufigen Noten in 
den Naturwiss. 15, 786 (1927) vnid besonders 16, 333 (1928). Schon 1925 
hat W. Elsasser [Naturwiss. 13, 711 (1926)] die Versuche von Davisson 
imd Kunsman durch Ihtorferertz von de Broglie-Wellen gedeutet. 

Sommerfeld, Atombau und SpektraUinien. Erg.-Bd. J[0 
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flache 111); beobachfcet wnrde auf der EinfaUsseite, und zwar 
elektrometrisch. Die Spannung der Elektronenrohre variierte bei 
den einzelnen Versuchen zwischen 30 und 370 Volt. 

Bei 100 Volt Spannung betragt die Gescb-windigkeit, wie be- 
kanntj _ 

V = 1 / — F. 10® = 6.10® cm/sec. 
f m ’ 

Nacb der de Brogliescben Formel 



mv 


berechnet sick daraus 

X = 1,2. lO-Scm = 1,2A. 

Man kann diese Bereohnung iibrigens in die mnemotechnische 
Eormel zusammenfassen 



V in Volt. X in A-Einheiten gerecbnet. Dem oben angegebenen 
Spannungs-Bereich von 30 bis 370 Volt entspricht also eine Variation 
der Wellenlange zwischen 2,2 und 0,6 A. 


Im folgenden werden wir die „ Wellenlange in Luft“ mit A 
bezeichnen und von der Wellenlange X im Kristall untersoheiden. 
Das Verhaltnis beider nennen wir ,,Brechungsindex‘‘: 



Wahrend der Brechungsindex ftir Rontgenstrahlen fast genau 
gleich 1 ist (nur die Erscheinung der Total-Reflexion bei nahezu 
streifender Inzidenz zeigt, daB er um wenige MiOionstel kleiner 
als 1 ist), ergeben die Versuche von Davisson und Germer bei 
richtiger Interpretation, daB der Brechungsindex ftir Elektronen- 
weUen merklich grofier als 1 ist. Dieser Umstand liefert den 
Schltissel zur quantitativen Diskussion der Versuche. 

Die von D. und 6. beobachtetenMaxima sind selektiver Art, 
d. h. sie tretennur fur einen mehx Oder minder scharf begrenzten 
Bereioh von Geschwindigkeiten (Weheiilangen) der ehtfallenden 
Strahlen auf. Daraus folgt nach der Laueschen Theorie, daB sie 
durch raumliches Zusammenwicken von Beugungszentren ent- 
stehen (vgl. Kap. 4, § 1 liber den Gegensatz von Kreuzgitter und 
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Raumgitter). ^ir gehen daher von den Gnindgleichungeii tier 
Laueschen Theorie, 61. (3) daselbst, aus: 

j a (a— Wo) == 

(B) == 

* ^ 

Die Koordinatenachsen. auf die sich die Richtungskosinus a/]y 
und cto^oVo des gebeugten und einfallenden Strahles sowie die 
Achseneinbeiten ab c und Ordnungszablen der Interferenz 7 i^ 
bezieben, sind senkrecht zueinander vorausgesetzt und soUen 1, 2. 3 
genaimt werden. 

Die Ricbtungen 1 und 2 seien in der begrenzenden Oktaeder- 
Ebene, die Richtung 3 also als Oktaeder-Normale gewahlt. Nickel 
kristaliisiert wie die meisten Metalle kubisch-flachenzentriert. In 
der Oktaeder-Ebene bilden die Ni-Atome ein Netz von gleichseitigen 
Dreiecken. Wir konnen 1 als Seite, 2 als Hohe eines dieser gleich¬ 
seitigen Dreiecke wMen, 3 ist dann die Raum-Diagonale des Kubus. 
Die Gin. (3) beziehen sich auf das Innere des Kristalls, vrie die 
Bezel chnung A andeutet. Ebenso wie zwischen A und A miissen 
wir auch zwischen den Richtungs-Kosinussen im Innern und AuBern 
unterscheiden. Euhren wir Polar-Koordinaten ein mit der Achse senk- 
recht zur begrenzenden Oktaeder-Mache, die wir fiir das Innere g? 
bzw. ■O’o, ^ AuBere 0 bzw. &q, nennenw’oUen^), so ist 


I a = sin -O’ cos gj, p = sin sin g?, y = cos -0’, 

1 = sin #0 cos (fg, jSo = sin do sin cp^, y, = d#. 

Nach dem Brechungs-Gesetz gilt fiir den tjbergang Luft—Kristall 
bzw. KristaU—Luft: 


. . sin 00 sin0 _ _ 

Setzt man dies in (4) und (3) ein und berucksichtigt (2), so ergibt sich: 


- COS 0 -^ cc 

/sin© . ^ sin@o . 

-sm 0-^ si; 


* \ A 


/sm 0 . ^ sm 00 . _ \ A 

{-sm 0-^ sm 0.) = Tig -, 

V ft ft_ y_ V 


Nach dem, was oben iiber die Einfallsrichtung gesagt wurde, 
ist in den D. und G.-Versuchen Oq = 0. Doch ist es ubersichtlicher, 
im folgenden mit einem beliebigen Sq zu rechnen. 


16* 
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Aus den beiden ersten Gleichungen hebt sicb der Breobungj 
index ^ beraus; sie lauten dann in den ^ genau so, wie di 
Gin. (3) in den A, <p. Das beiUt aber: die Beugung an dem Kreuz 
gitter, das in der begrenzenden Oberflacbe aus den Richtungen 1, 
gebildet wird, gebt genau so vor sicb, wie bei Rdntgenstrablen de 
WeUenlange A, d. b. so, als ob der Brecbungsindex fj, = I ware 
In der dritten Gleicbung (6) dagegen kommt (jl wesentbcb vor 
sie wird von der dritten Gl. (3) verscbieden. Daraus folgt, daB di< 
Ejistall-Dimensionen in der Tiefen-Ricbtung 3 verzerrt erscbeinei 
mussen, wenn man sie wie bei Rdntgenstrablen, d. b. obne Riick 
sicbt auf den Brecbungsindex [jl berecbnet. Gerade dies babei 
D. und G. aus ibren Versucben gescblossen: tlbereinstimmun^ 
mit den allgemeinen Beziebungen zwiscben WeUenlange und ISTeigung 
wie sie beim Oberflacben-Gitter aus den ersten beiden Lauesober 
Gleicbungen folgen, Verscbiedenbeit bezliglicb Auswabl dei 
Wellenlangen, die erst durch das Hinzukommen der dritten Laue- 
scben Gleicbung, d. b. durcb den Raumgitter-Effekt bestimmt wird, 
Diese letztere XJnstimmigkeit gegeniiber dem entspreobenden 
Rdntgenstrabl-Versucb baben D. und G. provisoriscb dabinformuliert, 
daB sie fiir langsame Elektronen einer scbeinbaren Kontraktion 
des KristaU-Gitters nacb der Tiefen-Dimension um 70 % Equivalent sei. 

Wir woUen uns zunacbst tbeoretiscb iiber den wabren Grund 
dieser scbeinbaren Verzerrung, d. b. iiber die GrdBe des Brecbungs¬ 
index fj, orientieren. Dazu dient die Scbrodingerscbe Gleicbung 
fiir das gleicbformig bewegte Elektron, die wir fiir unsere gegen- 
wartigen Zwecke so scbreiben woUen: 

(7) = 

Die Sobreibweise ist gegen friiber dabin abgeandert, daB wir den 
Eaktor e im zweiten Gbede der linken Seite binzugefiigt und das 
Vorzeicben von V umgekebrt baben. Das bat zur Eolge, daB jetzt 
eE die Gesamt-Energie des Elektrons, — c 7 seine potentieUe Energie 
an der betreffenden Stelle bedeutet. MiBt man, wie iibUcb, die 
Energie des Elektrons in Volt, so ist E direkt die Voltzabl und 7 
das. elektriscbe Potential, ebenfaUs in Volt gemessen (bis auf den 
fiir das Eolgende belanglosen Eaktor 10® bzw. ^/soq, je nacbdem e 
elektriscb oder magnetiscb definiert wird). E ist als Eigenwert- 
Parameter des Gesamt-Problems einbeitlich, bat also denselben 
Wert im Vakuum und im KristaU. 7 dagegen erleidet an der 
Trennungsflacbe eine jabe, oder, wie wir im folgenden vereinfacbend 
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annehmen werden, eine unstetige Anderung. Im Vakuum (aufierhalb 
des Kristalls) ist F = 0 zu setzen; im Gitter des Kristalls wii*d V 
periodiseh veranderlich sein, so jedoch, daB der ■Mittelwert Vq von V 
positiv ist. Deim das Elektron befindet sich im Metall im stabilen 
Gleicbgewicht. Seine potentielle Energie muB also bier, verglichen 
mit dem AnBeren des Exist alls, ne gat iv sein, wasjanach der obigen 
Einfiihrung von V damit gleicbbedeutend ist, daB Fq positiv 
wird. Wir konnen uns das Innere des !Metalls als eine ..energetische 
Mulde“ fiir das negative Elektron denken. Man muB Arbeit auf- 
wenden, nm ein Elektron ans der Miilde herauszuheben 
(Richardson-Effekt). Umgekehrt steigert sich die Geschwindigkeit 
des Elektrons, wenn es von aiiBen in das Metall hineingeschossen 
ward. Da sich nach der de Broglieschen Grundgleichung die Ge- 
schwindigkeiten umgekehrt verhalten wie die Wellenlangen, so 
wird die Wellenlange im Innern des Metalls kleiner als die Wellen- 
lange im Vakuum. Das heiBt aber nach (2) 



Das Metall ist fiir Elektronenwellen das optisch dichtere 
Medium. Ein schief einfallender Elektronenstrahl wird der Normale 
zugebrochen; beim Austritt des Elektronenstrahles aus dem 
Metall kann Totalreflesion auftreten (vgl. unten). 

Wahxend die Elektronen-Geschwindigkeit (Gruppen-Geschwin¬ 
digkeit der Welle) im optisch dichteren Medium groBer ist aJs im 
Vakuum, ist die Phasen-Geschwindigkeit nach der de Broglieschen 
Beziehung ab = [vgl. Kap, I, § 5, QL (6)] im optisch dichteren 
Medium kleiner als auBerhalb. Die Unterscheidung zwdschen 
Gruppen- und Phasen-Geschwindigkeit ist wesentlich bei der 
BeurteUung der alten Streitfrage: Korpuskular- und Wellentheorie 
des Lichtes. Nach Newton sollte die Geschwindigkeit der Licht- 
Norpuskeln im optisch dichteren Medium groBer sein als auBerhalb 
(wie unsere Elektronen- bzw. Gruppen-Geschwindigkeit); nach 
Foucault erwies sich aber die „Geschwindigkeit des Lichtes^‘ im 
optisch dichteren Medium als kleiner (entsprechend unserer 
Phasen-Geschwindigkeit). Man kann sagen, daB das Verdikt liber 
die Newtonsche Optik durch einen zweideutigen Gebrauch des 
Wortes „Geschwindigkeit'* entstellt wurde und der Revision bedarf. 

Wir kommen zur numerischen Bestimmung des Brechungs- 
index. Integriert Tna.Ti Gl. (7) durch den Ansatz der ebenen Welle, 
so wird die Wellenzahl [die GroBe Ih in Rap. I, § 1, GL (13)} gleich 
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der Wurzel aus dem Faktor von ijj. Da die Wellenlange zur Wellen- 
zahl umgekehrt proportional ist, folgt aus (7) sofort: 



Die Beobachtungen von D. und 6. geben die MogUchkeit, fx und 
damit empirisck zu bestimmen. Voraussetzung ist dabei natxirlich, 
daB die einzelnen Beugungs-Maxima richtig gedeutet, d. h. den 
reflektierenden Netzebenen des Kristall-Innern in richtiger Weise 
zugeordnet sind. Die in der Tabelle benutzte Zuordnung ist ver- 
sckieden von derjenigen Zuordnung, die D. und G. urspriinglioh 
(Nature) gaben, und stiinmt mit derjenigen tiberein, die sie in der 
endgiiltigen Publikation (Phys. Rev.) alternativ vorschlugen. 


Tabelle 3. 


E (Volt) 

A (A) 

;i(A) 

« 

Vo (Volt) 

54 

1,67 

1,49 

1,12 

13 

106 

1,19 

1,13 

1,06 

11,5 

160 

0,97 

0,92 

1,05 

14 

188 \ 
190 ) 

0,89 

0,85 

1,04 

15 

310 

0,70 

0,68 

1,03 

16 

370 

0,64 

0,62 

1,03 

25 


In der ersten Spalte steben die Voltzablen fiir den einfaUenden 
Elektronenstrahl; aus der Gesamtheit der Versuche wurden dabei 
nur einige Reprasentanten ausgewablt. Die Selektivitat des Vorgangs 
und zugleioh. die raumlicbe Natur der Gittermrkung kommt darin 
zum Ausdruck, daB jedes Beugungsmaximum nur bei einer be- 
stimmten Gesekwindigkeit (eben der in der ersten Spalte angegebenen) 
auftrat bzw. seine groBte Starke erreicbte. Die zweite Spalte gibt 
die Wellenlange auBerhalb des Kristalls, berechnet nach. der 
de Brogliesohen Fundamental-Beziebung. Die dritte Spalte zeigt 
die davon verscbiedene Wellenltoge im Innern des Kristalls, berechnet 
nach der Laueschen Tbeorie im Sinne der Gin. (3) (bzw. nach der 
damit identischen Braggsohen Gleichung). Als Quotient von 
A und X ergibt sioh dann der Wert von vierte Spalte; die durck- 
sohnittliclie Abnahme von ^ in der Reibenfolge von oben nach unten 
(wacbsende Qesohwindigkeiten) entspriobt der Gl. (8), nach der 
sich ja fjL um so mehr der 1 nahern soil, je groBer E wird. Gl. (8) 
zeigt zugleioh, wie bei bekanntem fj, der Wert von Vq , letzte Spalte 
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der Tabelle, zu bereoiinen ist. Der Mittelwert von Vq aus alien 
Messungen von D. und G. ergibt sicb nngefahr zu 

Fo = 15 Volt. 

Der so gefundene Wert von Vq ist lehrreich fiir die Erkenntnis 
der Natur der Metalle. Gibt er uns dooh nach obigem direkt die 
Austritts-Arbeit, die ein Elektron iiberwinden miiB, wenn es aus 
dem Metall entweichen will, wahrend der Richardson-Effekt 
nicht diese Austritts-Arbeit selbst liefert, sondern nur ihren tJber- 
schufi gegen die Arbeit desjenigen Druokes, der von den Leitungs- 
Elektironen im Innern des MetaUs auf das austretende Elektron 
ausgeiibt wird^). DaB es moglicb ist, duroh Elektronenstrahl- 
Versuche die Arbeit Vq einzeln zu bestimmen, liegt offenbar daran, 
daB die in das Metall hineingescbossenen Elektronen einem ganz 
anderen (boheren) Gescbwindigkeits-Bereiche angeboren als die 
Leitungs-Elektronen. Dieser Umstand zeigt auch, daB das Pauli- 
scbe Prinzip (Kap. I, §8), welches die Gescbwindigkeits-Ver- 
teilung der Leitungs-Elektronen beberrscbt, die Bewegung der 
schneUen, hineingescbossenen Elektronen nicbt etnscbrankt. 

Wir konnen fragen, wie das Brechungsgesetz, das wir oben, 
61. (5), einfacb aus der Optik iibernommen baben, in der Physik der 
i/;-WeUen zu begriinden sei. Die elektrodynamische Begriindung 
ist bier naturlicb nicht mebr sticbbaltig; man ist aber aucb nicht 
auf sie angewiesen. Denn das Brechungs-Gesetz ist — auch in der 
Optik — eine kinematische Beziehung, welcbe unabhangig ist von 
den besonderen, an der Oberflacbe geltenden Grenzbedingungen. 
Es muB immer erfiillt sein, wenn nur die Phase der ^-Wellen dies- 
seits und jenseits der Oberflaohe ubereinstimmen soli. Denn die 
Ausbreitung dieser Phase ist durcb den Wert von h sin -B* (A; = WeUen- 
zahl) bestimmt und die Gleicbheit dieser Phasen-Ausbreitung auf 
beiden Seiten der Trennungsflache involviert bereits das Brechungs- 
Gesetz. 

Ein naheres Eingehen auf die Grenzbedingungen ist in der 
Optik erst dann notig, wenn man die Presnelschen Formeln 
fiir die Reflexions- und Brechungs-Koeffizienten der Lioht-Intensitat 
ableiten will. Man kann nacb diesen Koeffizienten auch bei den 
Elektronen-Wellen fragen und braucht auch hier dazu bestimmte 


A. Sommerfeld, Zeitschr. f. Phys. 47, 1 (1928); vgl. ins- 
besondera § 6. 
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Grenzbedingungen. Diese lauten, wie man durch sehr aUgemein^ 
tJberlegungen zeigen kaim: 



Die Tatsache, daB fiir den tJbergang Vakuum —> Metal 
> 1, also fiir den tJbergang Metall—Vakuum ^' = < 1 

ist, laJBt Total-Reflexion bei solcken Elektronen vorhersehen. 
die unter hinreichend kleinem Winkel aus dem Innern des Metalls 
gegen die Oberflacke auftreffen. In der Tat zeigt sich dies in der 
Beobaohtungen von D. und 6.: Gewisse Elektronenstrahlen, die mar 
auf Grund der unkorrigierten Lauesohen Theorie erwarten soUte. 
werden im AuBern nicbt beobacbtet; iiberdies zeigen Elektronen* 
strablen, die unter sehr kleinem Winkel austreten (^grazing beams*' 
bei D. und G*), daB der Brechungsindex ^ nicht kleiner als 1 sein 
kann, weil sonst ein gewisser leerer Winkelbereich vorhanden sein 
miiBte, in dem keine Strablen beobacbtet werden kdnnten. 

Mit dieser Skizze ist aber nur der erste Scbritt zu einer voll- 
standigen Tbeorie der Elektronen-Beugung im KristaU getan. 
So wie die feineren Ztige der Rontgen-Interferenzen durcb die 
kinematiscbe Tbeorie von Laue nocb nicbt wiedergegeben werden, 
sondern die dynamiscbe Tbeorie von Ewald^) erfordern, so muB 
man aueb bei den Elektronen-Interferenzen im KristaU zu einer 
weUentbeoretiscben Tbeorie fortscbreiten. Dazu bat man zunacbst 
das im MetaUgitter variable Potential V in eine dreifacbe Eourier- 
Reibe zu entwickeln und die Eigenfunktion ^ fur die Gesamtbeit 
der ElektronenweUen in entsprecbender Form anzusetzen. Die 
* Einfiibrung des Brecbungsindex ^ laBt sicb auf diese Weise in erster 
Naberung recbtfertigen. In zweiter Naberung findet man eine 
gewisse Breite fiir die Reflexions-Maxima und aucb eine gewisse 
Verscbiebung ibrer Lage gegeniiber der elementaren Tbeorie- Aus 
der Sebwacbung, die die ElektronenweUen durcb Reflexion erfabren, 
berecbnet man die Anzabl der Netzebenen, die die ElektronenweUe 
duroblaufen kann; sie betragt in den Versucben von D. und G. 
etwa 10 bis 100 Sobicbten; von der Sebwacbung der ElektronenweUe 
durcb unelastiscben ZusammenstoB mit den MetaU-Ionen ist dabei 
abgeseben. Durcb letzteren wird die Zabl der durcblaufenen 
Sobicbten weiter verkleinert, im FaUe von D. und G. vermutUeb 

P. P. Ewald, Arm. d. Phys. 64, 519 (1918); vgl. aucb Handb. 
d. Pbys. 24. Berlin, Julius Springer, 1926. 
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stark, da die von iiinen bemitzten Geschwindigkeiten fih' den 
Anregungs-ProzeB gxinstig liegen. Schliei^li^k. laht sich anch dor 
Mittelwert des Potentials, also unsere Anstritts- Arbeit Vq rein 
theoretisch bestimmen, wahrend wir sie enipirisch aus den 

Beobachtungen entnommen haben. Dazu ist es iiutig, fiir die 
Metall-Atome ein wellenmechardsches — melrr oder minder 
wasserstoff-ahnliohes — Modell zu benutzeia. Der so gofundene 
Wert von Vq stimmt mit dem obigen W^erte, 15 Volt fur Nickel, 
recht gut uberein, Mngt aber noch. davon ab, wioviel Eloktronon 
man von dem einzelnen Metall-Atom als Leitungs - Eloktronon 
abgespalten denkt. Die Moghciikeit, diese Zahl durch Vergloich 
mit den Beobachtungen zu bestimmen, zeigt oino bosonders 
interessante, fiir die Theorie der Metalle bedentsamo Anwendung 
der Elektronenstrahl-Versuche. Naheres liber die liior nur angodeuteto 
verfeinerte Theorie wird eine ausfiihrliche Arbeit von H. Botho 
bringen. 

B. Versuche von 6. P. Thomson nnd andoren. 

Wie schon in der Einleitung zu dieseni § orwilhiit, bonutzt 
Thomson Polien von mikro-kristalliner Struktur — os haiidolto 
sich um Folien von Au, A1 und Celluloid; ibi’e Dicko bcitrng nur otwa 
300 Atomschichten. Beobachtet wurde hint or iloi’ Folio, die < In roll 
sie hindurchgegangenen Elektronenwellen wurden i)hotographiHoli 
aufgenommen. Die Spannung war viel boher als bci D. und G., 
sie variierte bei den einzelnen Versuchen zwisclion 17,5 und (>1,2 kV. 
Die entsprechende Wellenlange ist nacb 
61. (1) 0,1 bis 0,05 A. Die Hohe der 
Spannung (GroBe von B) hat zur Folgo, 
daB der Brechungsindex fur die Thomson - 
schen Versuche merkhch gleich 1 wird. 

Rechnen wir mit einem mittleren Werte 
B = 30000 Volt und mit dem oben fiir 
Ni gefundenen Wert Vq = 15 Volt, so 
ergibt sich aus (8) 

'‘=yi+8-om 

Die Aufnahmen von Thomson haben 
durchaus den Charakter von Debye - 

Scherrer-Ringen, besonders die der Gold-ITolio (uusoro Figur 24), 
in der die Kornung offenbar hinreichend foin war. Boi Alu- 


2d. 
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minium (bier nicht reproduziert) bildet die Aufnahme ein Mittel- 
ding zwischen einem Laue-Bild und einem Debye-Scherrer-Bilde; 
die Mikrokristalle sebeinen bier nacb der Oberflacbe orientiert 
gewesen zu sein. Die Bereebnung der Bing-Durcbmesser bei Au 
stimmt innerbalb der Versucbsfebler mit denjenigen Werten liber- 
ein, die sicb aus den bekannten KristaU-Dimensionen von Au und 
aus Aufnabmen mit Rdntgenstrahlen ergeben. Die Mogbcbkeit 
begt vor, KristaU-Strukturen mit Elektronen-Wellen statt mit 
Bontgen-Wellen zu analysieren. 

E. Rupp^) bat die Tbomsonscben Versucbe mit Elektronen 
geringerer Gescbwindigkeit wiederbolt. Zur Deutung^) muB man dann 
aucb bier einen Brecbungsindex einfiibren und erbalt dadurcb, 
wie bei D. und 6., AufscbluB iiber die Austrittsarbeit Vq in den 
durcbstrablten Metallen. 

Eine vorlaufige Mitteilung von Tartakowsky®; aus dem 
Leniugrader Rontgen-Institut bericbtet iiber den elektrometrisoben 
Nacbweis von Elektronen-Beugungs-Ringen an Foben. 


§7. 

Compton-Eftekt. 

Wie wir in Kap. 1, § 7 gezeigt baben, -wird die von A. H. 
Compton entdeckte Anderung der Wellenlange des Rdntgen- 
Streubcbtes und die damit verbundene Elektronen-Emission in 
voUkommen adaquater Weise durcb die Korpuskular-Tbeorie der 
licbtquanten dargestellt. Wic mocbten diese Darstellung aucb 
weiterbin als die eigentliob kausale Bebandlung des Compton- 
Effektes anseben. Aber sie gibt uns keine Antwort auf die bier 
besonders wicbtigen Intensitats-Fragen: Wie verbalten sicb die. 
Intensitaten der versobobenen zu der unverscbobenen Liniel Wie 
bangen sie vom Streumnkel ab 1 Wie stebt es mit der Polarisation 
der verscbobenen Compton-Linie ? Wie groB ist die Anzabl der 
Compton-Elektronen fur die versohiedenen Emissionswmkel ? Die 
Antworten, die Compton und Debye auf diese Fragen geben, 
lauten verscbieden (vgl. Anm. 2 in Kap. 1, S. 56 und Zusatz 3, 
S. 761). Hier greift nun wieder die Wellenmecbanik als ideale 
statistiscbe Metbode ein. 


Ann. d. Pbys. 85, 981 (1928), 

®) Vgl. Rosenfeld und Witnaer, Zeit-schr. f. Pbys. 49, 634 (1928). 
®) 0. R. Acad. Sc. Leningrad (A), Nr. 1 (1928). 
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A. Die wellenmechanischen Aquivalente 
von Energie- nnd Impula-Satz, 

DaB die Wellenmechanik von der Comptonschen Wellen- 
Itogen-Anderung Rechenschaft geben konne, schien so lange zweifel- 
haft, als der Photo-Effokt nooh nicht wellenmechanisoh inter- 
pretiert war. Nachdem wir aber gelernt haben, das kontinuierliche 
Spektrum mit den Hyperbel-Bahnen nnd der Elektronen-Emission 
zu verkniipfen, ist anch. die weilenmechanische Deutung des Compton- 
Effektes vorgezeich.net. Wir miissen nur naoh einem Vorgange 
Ausschau halten, bei dem eine primare Welle gleichzeitig zwei 
seknndare Prozesse anslost, von denen einer die Anregung einer 
Energiestufe des kontinuierlichen Spektruma, also Elektronen- 
Emission bedeutet. Diesen Vorgang erkennenwir mit G. WentzeD) 
in dem ProzeB der ,,Smekalschen Siorunge^, vgl. §3, D, Fig. 17a 
(Fig. 17b, in der das Atom in einem angeregten Anfangsznstand 
vorausgesetzt wird, kommt fiir den Gompton-Effekt nicht in Be- 
tracht). Wir ordnen die beiderlei Vorgange einander nach dem 
folgenden Schema zu: 

Tabelle 4. 


Smekal- 

JiP 

1 

li 

»'* = 

Spriinge 

Energie- Element 
dea anfl'allenden 
Lichtes 

Anr egimgs-Energi e 
des Atoms 

inkoharente, naeh 
Rot verachobene 
Streuatrahlung 

Compton- 

J3 — hv 


V* = v — 

Eft'ekt 

Energie-Element der 
primaren Ronfcgen- 
Strahlung und der 
unverschobenen 
Comptonschen 
Strenstrablung 

■> 0, Energie im 
kontinuieiiichen 
Spelctnim 
= Energie des 
RiickstoB -Elektrona. 

C. 0, Energie 
im diskontinuierl, 
Spektrum, inabes. 
im Grundzuatande 
des Atoms 

C 0 m p 1 0 n sehe, nach 
der langwelligen 
Seite verachobene 
Streuatrahlung 


1) Zur Theorie des Compton-Effektes, I und II. Zeitschr. f. Phys. 
43, 1 ttnd 779 (1927). Vgl. aucb die friilieren Arbeiten von W. Gordon, 
ebenda 40, 117 (1926); E. Schr6dinger, Ann. d. Phys. 82, 257 (1927); 
O. Klein, Zeitschr. f. Phys. 41, 407 (1927); G. Breit, Phys. Rev. 27, 
362 (1926); P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. Ill, 406 (1926). Der 
Fortschritt von Wentzel bosteht darin, daB er gebundene Elektronen 
betrachtet, wahrend die genannten anderon Autoren freie Elektronen 
behandelt hatten. 
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Unset Schema zeigt, daB die Trequenz-Anderung Vj^i im Compton- 
Effekt aus zwei Energie-Betragen hervorgeht: aus der Energie 
El der Elektronen-Emission imd aus der Ablosungs-Arbeit Ej^) 
des emittierten Elektrons. Gleichzeitig zeigt unset Schema, daB 
die wellenmechardsche Interpretation des Compton-Effektes die 
eine Grundlage derkorpuskularen Theorie iiberrdmmt: den Energie- 
Satz; in der Tat ist die hier gezogene Frequenz-Bilanz nichts 
anderes als eine Energie-Bilanz. DaB auch die andere Grundlage 
der Korpuskular-Theorie, der Impuls-Satz, in der wellenmecha- 
nischen Interpretation zur Geltung kommt, werden wir alsbald 
sehen. 

Wir berechnen die Intensitat der Streustrahlung beim Compton- 
Effekt nach der in § 3 entwickelten Pormel (36). Dabei werden wir 
nur das erste Ghed der rechten Seite (Schwingungszahl = v — 
zu beriicksichtigen haben, weiL das zweite Ghed v 

wie oben bemerkt, einem angeregten Anfangszustande entspricht. 
Die Eormel lautet ausgeschrieben mit Biicksicht auf 61. (35) daselbst: 

( 1 ) — - _ 

^ Ijtcm ^\Ei — Ej — hv Ej, — Ej + 7ivJ 

Wir werden mit Wentz el annehmen, daB das emittierte Elektron 
schwach gebunden sei, verghchen mit der Energie liv der ein- 
fallenden Rdntgenstrahlung, \Ej^\^hv, und daB entsprechendes 
fur aUe in (1) wesenthch vorkommenden Energie-Niveaus Ej gelte, 

\ Ej \<^hv, einschheBhch der Energie-Niveaus im kontinuierhchen 
Spektrum, insbesondere der Energie Ei des RiickstoB-Elektrons. 
Dann kdnnen wir in (1) die iN'enner ersetzen dutch hv und erhalten 


Jetzt laBt sich die Summation nach j bequem ausfiihren. Nach 
(9) in § 3 gilt [wir haben in (9) das obere Vorzeichen zu wahlen und 
A doppelt zu indizieren; die Wellenlange I bezeichnen wir weiterhin 
mit A, um Verwechslung mit dem Index I zu vermeiden, ebenso 
schreiben wir A* statt Z*]: 


( 3 ) 


dy ® 

dip* — 

'dy^ 


— 2 
= 2 


Die Summe rechterhand bedeutet in beiden Gin. sowohl erne 
Summation iiber das diskrete "wie eine Integration uber das kon- 
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tinuierliche Spektrum. Eerner ergibt sioh aus der Definition (34) in § 3, 
daB die GroBen bzw. Qfj Entwickiungs-Koeffizienten einer 
einfachen Eunktion sind, namlich; 

Indem wir die Gin. (3) und (4) passend niiteinander mnltiplizieren 
und iiber den Koordinatenraum integrieren, entsteht: 

Jgre ipi + ~ iJ^dz = '^(Qfj + AjtQtj). 

Denn wenn wir die Produkte derjenigen Summen integrieren, die 
in der letzten Gleiobung nrsprunglich. rechts stehen wiirden, so 


mg. 26 . 



bleiben wegen der Orthogonalitat der nur die Glieder mit 
stehen nnd diese geben wegen der Normierungs-Bedingiing bei der 
Integration 1. 

Unsere Eormel (2) fur M wird daraufhin 

( 5 ) M = — ^ dz. 

4:7t%mcv j ^ 

Der Vektor-Charakter von M steckt in dem Eaktor x, y,z 
unter dem Integral-Zeichen. x ist die Riohtung der primaren 
Rontgen-Strahlung, y die Richtung der primaren elektrischen Eeld- 
Komponente sowie des Vektorpotentials 31, entsprechend § 3, Gl. (1) 




254 


Elap. II. Stonmgs- imd Beugungsprobleme. 


und (la), a die Amplitude des Vektor-Potentials. 5 bedeutet den 
optischen Weg in Eichtung der gestreuten Strahlung, vom Atom- 
Mittelpunlct aus gezahlt, wie in § 3, D erklart mirde; die Eichtung 
von s ist die Beobachtungs-Eichtung fur die Streustrahlung. 

Bei Ausfiihrung der Integration in (5) verfahren wir ahnlich 
wie in § 5 , Fig. 21. c sei der Einheits-Vektor in Eichtung der a;-Achse 
(primare Strahlung), e* der Einheitsvektor in Eichtimg des optischen 
Weges s (Streu-Strahlung), Q sei der Integrations-Punkt, im Inte- 
grations-Element dz geiegen, und r = OQ, Dann ist 


a: = (e, r), s = (e*, r) 

und daher 



Wip fiihren mit Wentz el ein Koordinaten-System r, O’, tp ein, 
welches zur Polar-Achse den Vektor u hat (Fig. 25), wo: 


( 7 ) 



e 

X' 


O bedeutet also den Winkel zwisohen x = OQ und dieser Achse OA, 
q) den um diese Achse gezahlten Winkel. Dann konnen wir Gl. ( 6 ) 
nach der Bedeutung des skalaren Produktes schreiben 


( 8 ) 


* ® I I 

-- = I tt I }• cos O'. 

A 




Die Eigenfunktion konnen wir als Grundzustand des Atoms 
kugelsymmetrisch rechnen; wird als Eigenfunktion im konti- 
nuierlichen Spektrum gemaB Gl. (2) in Kap. I, § 7, eine Winkel- 
Abhangigkeit /(O 9 ) besitzen. Benutzen wir die Wasserstoff-Formeln 
aus Kap. I, § 7, Tabelle 1 von S. 84 und die dortige asymptotische 
Darstellung aus Gl. (24), so wird 


( 9 ) 


= ••• e-*!’-, = ••• 

1 O -y _ 

*1 = —> ~ X 


Es ergibt sich 

■ (9a) ^ ijjkilit ~ ^ e(-*i*«2)’-/(0', 9) 
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bei asymptotiscber Ansfubrung der Differentiation und Streichung 
des unwesentlichen Faktors (—denn die Glieder mit 
dd' dcp 1 

dy^'^ verscnwinden starker mit — als das hingeschriebene. Da 
die Koordinate q mit r proportional und 

^^ 

dy r 


von r unabhangig ist, wird auch 


( 10 ) 


q dr 
r dy 


77 = /,(O. I") 


von r unabhangig. Das in (5) auszufulirende Integral nach r beiBt 
nun wegen ( 8 ), (9a) und (10) 


und liefert 


OC3 

^ r'^ dr ii7c2 "h 2 m ) u | oos ■3) r 

0 


( 11 ) 


_2_ 

(— ^^1 ± ^ ^2 H" 2 3 i: i 1 u I cos 


Sodann ist die Integration nach -O’ und (p auszufuhren, namhch 
nach (5), (10) und (11) 



F (d'^ cp) sin d'dd'dq) 
(a + 6 cos O’)® 


a — + b = 2 jt^|u|, 

F(id',<p) = f (», 93). («•, (p). 


Hier laBt sich die FunktionF (0, 9 ) nach Kugelflachenfunktionen 
Tf (cosO) entwickeln; wenn -wir gleich nach qp integrieren und 
noch X — oos O setzen, so lost sich ( 12 ) auf in eine Summe fiber I 
von Integralen der Form: 


(13) 


f p? (x)dx 

J {a-^hxf 


Wir integrieren partiell und behalten nur das Glied mit der hoohsten 
negativen Potenz von abx bei, das fiir uns aHein ausschlaggebend 
ist, wie wir sogleich sehen werden; es lautet: 


ist also nach ( 12 ) proportional mit: 


(14) 


(— ^1 db ^ ^2 i ^ ^ ^l)""^* 
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Rechterhand koimen wir h-^ gegen vernachlassigen, wenn wir nur 
RiickstoB-Elektronen von einigermaBen grofier, beobachtbarer Ge- 
schwindigkeit beriicksichtigen wollen. Wir haben namlich nacb (9) 


\hj ~ 




also mit a= h^l4: me^ (Wasserstoff-Radius) und | 
(lonisations-Arbeit bei Wasserstoff = Energiebetrag des Grund- 
zustandes): 



Sofern also die Energie Ei des RiickstoB-Elektrons ein Vielfaches 
der Ablosungs-Arbeit | Ep, \ ist, wird auch ein Vielfaches von 
und die rechte Seite von (14) reduziert sich auf 


(16) 


4 ®^ 


(V 


2 mEi + h 



Nun ist ‘^2mEi mit Ei — mv^j^ der Impuls mv des RiickstoB- 
Elektrons. Also sind auch die anderen Gheder derselben Klammer 
ImpulsgroBen, namlich 


(16 a) 


e--- = e — = p = Impuls der primaren Strahlung, 

K C 

Jh Jh 1 ^*’* 

c* = e* — = p^— Impuls der sekundaren Strahlung. 

A C 


NuUsetzen der Klammer bei Benutzung des unteren Vorzeichens 
in (16) bedeutet also Erhaltung der GroBe des Impulses: 
der Impuls des RiickstoB-Elektrous wird bestritten aus 
dem vektoriellen Unterschied der primaren und sekun¬ 
daren Strahlung: 

(17) mv = \ 'p — p* I- 

Diesem NuUsetzen entspricht ein soharfes Maximum im Ausdruoke 
(14) und daher auch im Ausdrucke (6) fur das Moment und in der 
Starke der Streustrahlung. Unter dem sekundaren Impuls p* in 
Gl. (17) ist also speziell derjenige Impuls zu verstehen, der dem 
Maximum des ausgestrahlten sekundaren Spektrums entspricht. 
Daher gilt die Compton-Debyesche Formel (Kap. 1 , S. 56, 
/I A = 2 Aq sin^ @/2) in Strenge fiir den WeUenlangen -Unterschied, den 
eben dieses Maximum gegeniiber der primaren WeUenlange besitzt. 
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In (17) haben wir nnr einen Teil des Impuls-Satzes wellen- 

mechanisch abgeleitet, da wir nnr die GroBe des Impulses mv, nicht 

—> ■ ' ^ 

auoh. seine Richtung aus den Strahlungs-Impulsen p und p* 
berechnet haben. Darin Hegt eine gewisse Liioke unserer Darstellung. 
AHerdings geniigt dieser Teil des Impuls-Satzes zusammen mit 
dem Energie-Satz, um daraus die Comptonsche WeUenlangen- 
Anderung ZlA zn bestimmen, vgl. Zusatz 3, GL (1) und (3) bzw. (1') 
und (3'), wo wir gerade nur die jetzt weUenmechanisch wieder- 
gefundenen Gleichungen benutzt haben, namlich den Energie-iSatz 
und denjenigen Teil des Impuls-Satzes, der sioh auf die GroBe 
des Impulses bezieht, wahrend wir die Richtungs-Gleichheit der 
beiden Impulse dort nicht benotigten. 

Aber die Beobaohtungen^) maohen es wahrsoheinlioh, daB 
der Impulssatz in seinem voUen vektorieUen Umiang beim Compton- 
Effekt zur Geltung kommt. 

Das zeigen auch diejenigen theoretisohen Behandlungen 
(Gordon, Schrodinger, vgl. Anm. 1 von S. 251), welche mit 
freien Elektronen operieren. Dabei wird der Impuls-Satz soharf 
erfiillt. Es ist begreiflioh, daB bei unserer bzw, der Wentzelsohen 
Behandlung, wo es sich um gebundene Elektronen handelt, der 
Impuls-Satz nur unscharf herauskommt. Denn das Elektron 
kann einen Tell seines Impulses dem Atom entnehmen, und dieser 
Teil ist, wie aUe atomaren Gesohehnisse, nur statistisch bestimmt. 
Zur VervoUstandigung unserer Behandlung muBte gezeigt werden, 
daB diese statistische Unscharfe des Impuls-Satzes beiabnehmender 
Bindungs-Energie zu Null abnimmt. 


B. Breite der ve'rsohobenen Compton-Linie, 
Polarisation, Intensitat. 

Der tJbergang von (14) zu (16) zeigt, daB das Maximum der 
verschobenen Intensitat um so scharfer sein wird, je kleiner 
d. i. die Ablosungsarbeit J ist. Wenn wir nicht vernachlassigen 

1) A. H. Oompton und A. W. Simon, Phys. Rev. 25, 306 (1926). 
Auch Beobachtungen von E. Kirchner, vgl. unten, kann man in dem- 
selben Sinne deuten. Wichtige Beobachtungen von Bothe und Geiger 
zeigen zwar das gleichzeitige Auftreten von RiiokstoB-Elektronen 
und gestreuter Strahlung, sagen aber iiber die Riohtungs-Abhangigkeit 
beider Prozosse nichts aus. Wie wir horen, scheinen allerdings neueste 
Beobachtungen im Comptonschen Laboratorimn die Compton- 
Simonsche Richtungs-Zuordnung nicht zu bestatigen. 

Sommerlold, Atombau und. Spektrallinien. Erg.-Bd. yj 
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dtirfen, wird das Maximum des Ausdrucks (14) nicht unendlicl 
scharf, soudern abgeflacht, ahnlich den bekannten Verhaltnissei 
bei einem Kesonanz-Maximum mit Dampfungsglied. Eine a us 
gepragte Compton-Linie kdnnen wir nur bei den auBerei 
Elektronen erwarten, deren Energie in der GrdBeu 
ordnung der Ablosungsarbeit beim Wasserstoff-Aton 
I = 13,5 Volt) liegt; die fester gebundenen Elektronen de: 

L- ... Schale scbwerer Atome geben nur verwasoben< 
Schwtoung, keine ausgepragte Linie. Damit stimmt die voi 
Compton^) vertretene Ansicht uberein, daB die R-uckstoB-Elektronei 
(nahezu) freie Elektronen sind, die Photo-Elektronen gebundene 
Natiirlioh kommt es nicht auf die absolute GroBe der Ablosungs 
arbeit an, sondern auf ihre GroBe relativ zur GroBe des primarei 
lichtquants. Bei barter Primar-Strablung wird die verscbobene 
Linie nacb der Tbeorie scbarfer als bei weicber Primar-Strablung^) 
gleicber Streukorper vorausgesetzt [vgl. die Berecbnung von Eil\ 
in Gl. (28) am Ende dieses §]. 

Es ware verkebrt, anzunebmen, daB die ScbMe der Compton 
Linie mit wacbsendem Atomgewicbt des Streukorpers abnebmei 
miiBte. Denn die Bindungs-Festigkeit der auBeren Elektroner 
gebt keineswegs mit dem Atomgewicbt der Elemente, sonderr 
bleibt im Durcbscbnitt des periodiscben Systems konstant. (Be; 
den Alkalien fallt sie sogar in der Beibe Li bis Cs ab, vgl. Kap. 7 
Tabelle'SO von S. 525). Tatsacblicb zeigen lonisationskammer- 
Beobacbtungen von Woo®) an einer groBen Reibe verscbiedenei 
Streukorper (von Li bis Cu) und pbotograpbiscbe Aufnabmen vor 
P. A. Ross^) keine Abnahme der Linienscbarfe mit dem Atom¬ 
gewicbt. - 

Die Polarisation der Compton-Strablung erkennt man am 
besten, wenn man das Integral (5) durcb partieUe Integration nacb y 
umformt. Fur q = y ergibt sicb so eine andere Form der Abbangig- 
keit als fur q = x oder = z, namHcb: 

(18) My = M+Ny, M, = N,. 


1) Phys. Rev. 31, 59 (1928). 

®) Wentzel teilt (1, c., S. 6) experimentelle Anzeicben dafiir mit. 
*) A. H. Compton imdY. H.Woo, Proo.Nat. Acad. 10, 271 (1924) ^ 
vgl. aucb A, H. Compton, X-Rays and Electrons, New York 1926, 
S. 268. 

*) Proc. Nat. Acad. 10, 304 (1924), sowie A, H. Compton, 1, e,, 
S, 269. 
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Hier entsteht M durch Differentiation des Ealitors q unter dem 
Integralzeichen in (5) naeh y. LaBt man den Eaktor vor dem 
Integralzeichen fort, so hat man: 

(19) M= dt. 

Andererseits entsteht N, wenn man den Exponenten von e unter 
dem Integralzeichen in ( 6 ) nach y differentiiert, Tvobei sich als 
Faktor ergibt: 3 ^.^^ 2 ^. 

IF 

Eux N erhalt man so [q = x, y, z) : 

(20) • ifg = — ^ cos (s, y)jqtli]i dt. 

Bei ganz oberflachhcher Abschatzung konnen wir sagen, daB N 
zu M sich verhalt vde q zvl unter q einen uber die Ausdehnung 
des Atoms genommenen Mittelwert des Radiusvektors q verstanden 
(einen mittleren Radius der retardierten Ladungsdiohte Wir 

schlieBen daraus^ daB bei nicht zu barter Rontgenstrahlung gelten 
wird: | iV | ^ | ikf |, also aiich | \ | My |. Das heiBt: 

Die Comptonsche Streustrahlung wird im wesentliohen 
die gleiche Polarisation zeigen, wie die primare Rontgen- 
Strahlung, soweit dies mit der Transversalitat der Streustrahlung 
vertraglich ist. Wir mtissen uns ja, um die Polarisation der Streu¬ 
strahlung zu ermitteln, das erregende Moment in zwei Kompo- 
nenten zerlegen (vgl. Pig. 25, S. 253), eine longitudinal© naoh der Aus- 
strahlungs-Richtung s und eine transversale senkrecht dazu. Nach den 
allgemeinen Regeln der Elektrodynamik liefert nur diese transversale 
Komponente des Momentes Strahlung in der s-Richtung. Beobachten 
wir insbesondere in der Richtung © = 3t/2, namhoh in der 2 /"Aohse, 
und ist, wie wir bisher angenommen haben, die primare Strahlung 
nach dieser Richtung polarisiert, so wird die transversale Komponente 
von M und daher auch die Intensitat der verschobenen Compton- 
Linie gleich NuU. Dasselbe gilt naturlich von der unverschobenen 
Linie des Streulichtes. Anders ausgedriickt: Die Polarisations- 
Verhaltnisse in der verschobenen und unverschobenen 
Linie sind gleich. Handelt es sich nicht um polarisierte, sondern 
um unpolarisierte primare Strahlung, so daB neben eine primare 
Komponente (£<5 vorhanden ist, so wird die Compton-Linie, ebenso 
wie die gewohnliche Streulinie, bei der Beobaohtung in der ^/-Richtung 
voUstandig nach der as-Richtung polarisiert sein, und umgekehrt. 

17* 
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Den experimentellen Beweis iiierfur liefern sehr schone Versnche 
von H. Kallmann nnd H. Mark^), bei denen die Intensitat der 
versohobenen Linie mit der der unverscbobenen Linie in der Um- 
gebung des Streuwiakels ® = 3i;/2 verglichen wird, naobdem beide 
an einem KiristaU reflektiert waren. Es ergab siob konstantes Ver- 
baltnis beider, also gleicbe Polarisation. Die Metbode ist der 
klassiscben Anordnung von Barkla (vgl. Kap. 1, § 5, S. 29) nacb- 
gebildet. Einen indirekten Beweis fur die Polarisation der ver- 
scbobenen Oompton-Linie geben Beobachtungen der zugeborigen 
RiickstoB-Elektronen in der Wilson-Kammer von P. Kircbner^). 

Die Beobachtungen von Kallmann und Mark sind mit 
ziembcb weicben Rontgenstrablen (K-Serie von Zink) angesteUt. 
In diesem PaUe ist die Vernacblassigung von N gegen M in uuserer 
Gl. (18) berecbtigt. Bei barteren Strablen mufi natiirlicb N beriick- 
sicbtigt werden; der Winkel voUstandiger Polarisation (versobwinden- 
der Intensitat der paraUelen Komponente) scbeint aber aucb dann 
bei 3i;/2 zu begen®), entgegen friiberen balb-klassiscben "Dberlegungen 
mit dem sogenannten ,,Ersatz-Elektron“. 

Zu den Intensitats-Eragen ubergebend, berecbnen wir 
zunacbst mit Wentz el die gesamte Streustrablung, d, b. die Summe 
der Intensitaten J, die bei tJbergangen vom Grundniveau h nacb 
alien moglicben Niveaus I des kontinuierbcben und des diskon- 
tinuierbcben Spektrums ausgestrablt werden. Wir? benutzen dabei 
den vereinfacbten Wert (19) des Momentes, den wir jetzt Mj^i 
nennen woUen, und lassen, wie in (19), den Eaktor vor dem Integral- 
Zeicben fort. Wir baben dann 

( 21 ) 

I z 

mit der Abkiirzung 



^) Zeitscbr, f. Phys. 36, 120 (1926); vgl. aucb den zusammen- 
fassenden Bericbt derselben Autoren in Bd. V der „Ergebnisse der 
exakten Katurwissenschaften**, Springer 1926. 

2) Phys. Zeitscbr. 27, 386 (1926). 

®) Dies wurde zunacbst theoretisch von Dirac in der S. 251 zi- 
tierten Arbeit gezeigt und dann unter Leitung von Compton experi- 
mentell bestatigt durcb 0. S. Barnett imd J. A. Bearden, Phys. Rev. 
29, 352 (1927). 
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Als Wert von (21) ergibt sich einfach. 1 . Zum Beweise 
verfahren wir ahnHch wie in den Gin. (3). Wir ©ntwickeln namlioli 
die zwei Funktionen 

( 22 ) / = Tind g — 

nach dem voUsttodigen System der Eigenfunktionen ijjii 

(23) / = 

und finden daraus durch Mnltiplikation ttnd Integration liber den 
Koordmaten-Bereick mit Biicksicht auf Orthogonalitat und Nor- 
mierung der Eigenfunktionen; 

(24) 

In unserem Falle wird die linke Seite wegen (22) 

j* = 1; 

andererseits wird die reobte Seite von (24) mit der rechten Seite 
von (21) identisch. Denn nacb (23) ist: 

^ki — I f'ipfd’c = J 
Bjci — J g'^i^t: = J 

Gl. ( 21 ) zusammen mit (24) sagt also in der Tat aus, da 6 die Gesamt- 
intensitat EJ= \ wird, wie bekauptet wurde. 

Wir bemerken nock, da 6 Gl. (24) eine veraUgemeinerte Form 
der sogenannten ,,Vollstandigkeits-E.elation‘' darstellt, auf welcke 
sckon in § 1 , A, vgl. die Anm. S. 173, angespielt wurde. 

Flir sekr lange Wellen, wo = 0 wird, kat man ersioktHck 
= 0 Oder 1, je nackdem I Jc oder === h ist. Die Summe (21) 
bestekt dann nur aus dem einen Glied© 1. In diesem Falle geht 
offenbar die kier bereoknete Intensitats-Summe in die klassisck 
berecknete Intensitat der Streustraklung liber. Da aber der Wert 1 
der Summe, wie wir gezeigt kaben, allgemein gilt [solange namlich 
unsere Vernaohlasigung des Bestandteiles N, Gl. (18), zulassig ist], 
so bleibt auck das Eesultat besteken, dafi die ausgestraklte 
Intensitat, in der Summe uber alle Energieniveaus I 
genommen, den klassiscken Wert bekalt, unabkangig 
von der Wellenlange der primaren Straklung. Man kann 
das prufen, wenn man in (5) den vor dem Integralzeicken stekenden 
Faktor, der in (19) fortgelassen war, sowie die Bedeutung von a 
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[Amplitude des Vektorpotentials, Gl. (1) in § 3] beriicksichtigt. 
AnBer der Unabhangigkeit von der Wellenltoge scbeint sioh auf 
diese Weise allerdings auch die Unabhangigkeit der Intensitat vom 
Streuwinkel zu ergeben, entgegen der klassischen Theorie der Streunng. 
Man muB aber im Ange behalten, daB nnr die zur Strenrichtung & 
transversal© Komponente von M znx Ausstrahlung beitragt, 
daB also tatsadblich bei der Komponenten-Bildung der Faktor 
sin S, bei der Intensitat der Faktor sin^ ® auftritt, wie es naoh der 
klassischen Streuformel sein muB. 

Fiir sehr kurze WeUenlangen ist unsere Reohnung unzulanghch; 
wie schon bei der Polarisation hervorgehoben, darf dann der Be- 
standteil N des Momentes nicht mehr neben M vernachlassigt 
werden. Deshalb versagt die klassische Streuformel fiir y-Strahlen; 
der Streu - Koeffizient nahert sich dem Werte Null (vgl. Zu- 
satz 3, S. 761). Der Grund hierflir ist der, daB bei der Integration 

cos 

Tiber das Atom die Zonen versehiedenen Vorzeichens von . w 

sm * 

sich gegenseitig diirch Interferenz aufheben. Dies wurde fiir die 
unverschobene Linie von J. A. Stratton^) rechnerisch naher 
ausgeflihrt. 

Indem wir in (21) die Summe aEer Ubergange h I berechneten, 

haben wir auch den „tjbergang“ k — k mitgezahlt. Dieser ent- 
spricht der gewohnlichen Streuimg, d. h. der unverschobenen Linie 
beim Compton-Effekt oder, im Sinne des § 3 ausgedrlickt, der ge¬ 
wohnlichen, durch Smekal-Spriinge nicht modifizierten Dispersion. 
Wir bestimmen also die Intensitat der unverschobenen Linie in 
gleicher Naherung wie bisher aus dem „Diagonal-Matrix-Element“: 

(25) Mkk = I dr. 

Tragen wir den Wert von aus (9) ein xinter Hiozufligung des 
Normierungsfaktors (vgl. Tabellel von S. 84): 

so haben wir also zu bhden: 

Mjck — ^ + 


Helvetica physica acta 1, 47 (1928). 
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Wir benutzen die friihere Abkiirzung (8) und dasselbe Koordinaten- 
System r, d', cp wie in Fig. 25. Es entstebt 


sr oo 

Miijc — 2 jsin^£2-6’ j’e(-2fei + 2?Eiiu|cos^)r^2^^ 

0 0 
n 


= Ihl 


= 4.hl 





(~ 2 fcj + 2 ;n: ^ I It [ cos 


(a + 6 xf 


( X = cos'6' 

a = — 2Jc^ 
h = 2 3r^|u| 


i 


~w) ■ 


Aus Gl. (14) ist zu ersehen, daB fur das Maximum der verschobenen 
Linie gilt; 2 | u | = fcg. Also konnen wir auch schreiben 

Oder wegen (16) 

(J6) = 


Die Intensitat der unverschobenen Linie ist um so ge- 
ringer, je kleiner die Bindungs-Energie | Ej^ | im Ver- 
haltnis zur RiickstoB-Energie Ei ist (genauer gesagt, zu 
derjenigen RuckstoB-Energie, die dem Maximum der verschobenen 
Linie entspricht). 

Dieses Resultat, das nach der friiheren Bedeutung von | Ej^ | 
zunachst fiir das Wasseratoff-Elektron abgeleitet war, iibertragt 
sich auf die verschiedenen Elektronen der anderen Atome. 

Aus (26) folgt nun sofort das Intensitats-Verhaltnis von 
versohobener und unversohobener Linie, Da namlich die 
Intensitat allgemein durch das Quadrat des Moments gemessen 
wird und da die Intensity-Summe gleich 1 ist, erhalten. wir fiir 
das fragliche Verhaltnis: 


(27) 


1 — I V 
M^k V 


1 . 


Zur weiteren Ausreolinung entnehmen -wir der Tabelle von S. 261 


El _ v — v* 


El — Ei = h(v ~ V*), 
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wenn Vj^ ^ | 1 lonisierimgs-Frequenz im Zustande be- 

deutet. Weiter setzeu wir Vj^ = cjXj^ und driicken die Compton- 
sche Frequenzanderung v — Av durcb die zugehorige 

Wellenlangenanderung AX aus: 


Somit 

(28) 

und 

(29) 




2 A„ 


x,-v-=c^ = c--sm^-. 


Il 

l-Eil 

l-Mit 


M?i 


■kk 

Hier setzen wir ein: 


- 1 +^““ 2 


^ = 24.10-3 A (Kap. 1, S. 67), 

Xjc = 10® A (ungefahre Greuze der Lyroan-Serie), 
A = 1,5A (Kupfer-.ff-Strahlung). 


Dann wird fiir & = ®/2 

AflAi . a @ 

■ " ain^ — 

2A* 2 


2,7, 


Mil, 




140. 


Die meiste Intensitat gebt also in die versobobene 
Linie. Dies gilt um so mehr, je barter die primare Strablung 
undje groBer der Streuwinkel @ ist. 

Betracbten wir aber die Elektronen der inneren Atomscbalen, 
so wird fiir diese die Ablosungsarbeit wesentbob groBer und Xj^ 
entsprecbend kleiner. Recbnen wir mit einem zebnmal kleineren Xj^, 
so ergibt sicb unter sonst gleicben Annabmen fiir unser Intensitats- 
Verbaltnis der Wert 0,08, d. b. der Hanptteil der Intensitat 
gebt in die unverscbobene Linie. tJberdies wird, wie wir 
am Anfang dieses Abscbnitts sahen, gleichzeitig die versobobene 
Linie verwascben; sie entziebt sicb also der Beobacbtung sowobl 
wegen ibxer geriagen Intensitat als aucb wegen ibres diffusen 
Cbarakters. Aucb dieses Ergebnis entspricbt der Comptonscben 
Anscbauxing, daB die versobobene Linie und das RiickstoB-Pbanomen 
wesentbob von den freien (lose gebnndenen) Elektronen berriibren. 
Die Streuung an den fester gebundenen Elektronen tragt merkbcb 
nur zur unverscbobenen Linie bei. 

DaB wir aus Gl. (29) fiir sebr kleines Ajj., z. B. fiir die iT-Elektronen 
der scbweren Elemente, einen negativen Wert unseres Intensitats- 
Verbaltnisses berecbnen, begt offenbar an den zugelassenen Ver- 
nacblassigungen. 
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Eine sehr schone Bestatigung dieser Ergebnisse zeigen die 
Fig. 26 und 27, ’welche nach den Ergebrnssfen von Woo (vgl. die 
S. 268 zitierte Arbeit) gezeiohnet sind^). Fig. 26 gibt das Intensitats- 
Verhaltnis B von verschobener und unverschobener Linie als Funktion 
der Ordnungszahl Z des Streukorpers von Li bis Cu, Fig. 27 zeigt 
dasselbe VerhMtnis als Funktion des Streuwinkels © fur einige 
ausgewahlte Stoffe. Die primare WeUenlange ist uberall die gleiche: 



Int 0 nBitat 8 verlia.ltiila H dor versolxobeiion 
Linie zur unversolioljeneii i'tir A « 0,700 A 
Tind Stromvinkel 6 = 120° ala Punktion 
der Ordnnngazalil Z des Streukdrpeia 
(nach den Zahleniingaben von Woo ge- 
zelchuet). 



I-utenBitUitsyerhtUtms JR der veraohobeuen 
Linie zur unverachobeuen fiir ^ = 0,709 A 
(iT^ von MolybdBLn) als Funktion des 
Streuwinkels 0 (uaoh Woo). 


A = 0,709 A (Xa vonMolybdan). Bei Li == 3 geht alle Intensitat 
in die versohobene Linie, so daB in Fig. 26 das Verhaltnis E gleich oo 
wird; mit zunehmender Zahl der fester gebundenen Elektronen 
nimmt die unversohobene Linie an Intensitat zu und das Verhaltnis E 
geht zu Null. Auch die Zunahme von E mit waohsendem © in 
Fig. 27 entspricht unserer Formel (29). 


§s. 

Das Helium-Problem. 

tlber die alteren Vorsohlage zur Frage des Helium-ModeUes 
haben wir in Kap. 3, S. 198 kurz beriohtet. Diese Vorsohlage 
soheiterten samtlich an direkten Widerspriiohen mit der Erfahrung, 


Wir verdanlcen sie der Freundliohkeit von Herrn F. Kirchner. 
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wozii wir auch die Existenz eines magnetischen Momentes im He- 
Grundzustande rechnen rniissen, das bei mehreren. dieser ModeUe 
auftrat. Der Vorschlag des Verf., Eig. 41, S. 203, ist zwar von diesem 
Einwande frei, wird aber durch die neuere Entwicklung ebenfalls 
gegenstandslos, da die Erage, vde eine KoUision ebener aqnivalenter 
l^-Bahnen zn vermeiden sei, nach. der durch die WeUenmechanik 
herbeigefuhrten Auflcsung des Bahn-Begriffes ausscheidet. 

Das Schone an dem wellenmechanischen Modell des 
Heliums ist, daB es iiberhaupt keine besonderen Vorstellungen 
notig macht, sondern in der allgemeinen WeUengleichung flir zwei 
Elektronen: 


( 1 ) 




F = - —— —+ — 
y ’•i ’•s 


enthalten ist. Hier bedeutet A den Differential-Parameter im 
sechsdimensionalen Konfigurations-Baume der beiden Elektronen 
(1) und (2), der sich aus den beiden dreidimensionalen Differential- 
Ausdrlicken und A^ additiv zusammensetzt. Die potentielle 
Energie ist fiir einen.Z-faoh geladenen Kern angeschrieben; Z ^ 2 
bedeutet He, ^==3Li'^, Z=4Be‘‘’'^; gegenseitige 

Abstand der beiden Elektronen, und der betreffende Abstand 
vom Kern. 

Wir diirfen es als ausgemaoht ansehen, daB dies neue „Modell“ 
den Tatsachen entspricht. Heisenberg^) konnte zeigen, daB es 
qualitativ die richtige Struktur des He-Spektrums liefert, daB es 
namlich Kechenschaft gibt von dem Zerfallen des Spektrums in 
die beiden nioht kombinierenden Teil-Systems des Ortho- und 
Para-Heliums; auch die gegenseitige Lage beider Teil-Systeme 
konnte er annahernd richtig berechnen. Ferner bestimmte Heisen¬ 
berg unter Hinzunahme des Elektronen-DraUs die Feinstruktur 
des Ortho-Systems als anomales Triplett, die dann durch sorg- 
faltigste Untersuchungen von W. V. Houston^) und G. Hansen^) 
prompt bestatigt mirde. SchlieBlich war es moglich durch numerisohe 
Rechnungen, vgl. Kap. I, § 9, S. 132, die Energie im He-Grund- 


tJber die Spektra von Atomsystemen mit zwei Elektronen, 
Zeitsohr. f. Pliys. 89, 499 (1926). Vgl. auch die vorbereitende Arbeit, 
ebenda 38, 411 (1926) imd die Verallgemeinerung auf Mehrkorper- 
Probleme, ebenda 41, 239 (1927). 

8) Phys. Rev. 29, 749 (1927). 

®) Nach freundlicher persdnlicher Mitteilung. 
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zustande und damit die lonisierungs-Spannung des Heliums zu 
ermitteln; auch diese stimmt jetzt mit der Erfahrung genau uberein. 
Eine analytische Berecliming des Grundzustandes, die Unsold^) 
nacb den Vorschriften Heisenbergs gegeben hat, nahert sich dem 
richtigen Werte so weit, als man bei der sehlechten Konvergenz 
des Storungs-Verfahrens fiir den Grundzustand erwarten darf. 


A. Erste Naherung und Schema der Storungs-Rechnung. 
Allgemeine Struktur des Helium-Spektrums. 


Wir vernachlassigen in erster ISTaherung das Wechselwirkungs- 
Glied e^/y’i 2 konnen daraufhin GL (1) separieren. Wir setzen 


indem wir wilUcurlich das eine Blektron mit 1, das andere mit 2 
bezeichnen. Die separierten Gleichungen lauten: 

(2) + + = 0, 

(3) + + 0. 

A ist der Separations-Parameter, der nach dem Verfahren von 
Kap. I, § 2, GL (1 a, b) eingefiihrt wird, d. h. eine von samtlichen 
Koordinaten iinabhangige GroBe. Wir werden ihn in Absohnitt G 
gleioh Null zu setzen haben. 

Die Gin. (2) und (3) unterscheiden sich von der einfaohen 
Wellengleichung fur das Wasserstoff-Atom nur formal, namlich 
daduxch, dafi der Eigenwert-Parameter jetzt — A bzw. “H A 
heifit. Unter Benutzung der bekannten Eigenwerte und Eigen- 
funktionen des Kepler-Problems haben wir also, wenn wir (2) duroh 
die Eigenfunktion fiir w = 1, (3) durch die Eigenfunlction 
fiir n > 1 integrieren: 


(4) 




RhZ^ 
1* ’ 




BhZ^ 


Unsere Losung erster Naherung des HeKum-Problems lautet also: 
(5) ■ « = t,(l)if>„(2). 

Sie geniigt der DiEferentialgleichung erster Naherung: 


(6) L[u) = 




{^1 + 




*^3 + -H 




Ann. d. Phys. (vgl. das Zitat auf S. 101, Kap. I, § 8.) 
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Aber dieselbe Differentialgleicbung wird auch geldst durch den 
Anaatz: 

(7) V = 

Im Konfigurations-Eaum unserer sechs Koordinaten sind (7) tind (5) 
zwei durchaiis verschiedene funktionale Abhangigkeiten, auBer 
wenn n = I ist, was wir ansgeschlossen haben. Ihre Eigenwerte 
sind aber genau gleich, namlioh gleich -f-^ 2 * liegt also 
„Entartung‘‘ vor, wir woUen sagen ,jAnatausch-Entartung“. 
Heisenberg spricht daneben anoh von „Resonanz-Entartung“, 
weil die voUige Gieichheit von Masse und Bindung beider Elektronen, 
die in der gewohidichen Mechanik zu den Resonanz-Eracheinungen 
fuhrt, auck Vorbedingung ist ftir unseren Entartungs-PalH). 

Die Verhaltmsse liegen bei der Austauschentartung genau so, 
wie bei der quadratischen Membran, Eig. 14 in § 1, wo aUe Eigen¬ 
werte mit m^n zweifach. und nur diejenigen mit m=n 
einfach. waren. Beim Helium kommt als einfacher Eigenwert 
nur der des Grundzustandes praktisck in Betracht, da sich hier, 
soweit bekannt, das innere Elektron stets in der Z-Schale befindet, 
so daB sick die Bedingung fiir Nlckt-Entartung auf n=\ reduziert. 

Die Tatsacke der Entartung kaben wir im Auge zu behalten, 
wenn wir jetzt dazu ubergeken, unsere erste Nakerung durch eine 
Stdrungsrecknung zu korrigieren. Da die Losungen u und v durch 
nickts voreinander ausgezeicknet sind, bilden wir eine lineare Kom- 
bination derselben 

(8) ^ w = aVi 

mit beliebigen konstanten Koeffizienten a und ^ und setzen: 

(9) Ip = tv + cp, M = + JE1^ + 7 j, 

Neben der Austausck-Entartimg haben wir die vom Wasserstoff 
her bekarmte Entartung in den Winkel-Koordinaten, indem ja zu 
gegebenem Energiewert (gegebener Haupt-Quantenzahl n) noch ver¬ 
schiedene Bigenfunktionen gehoren, die sich in den Quantenzahlen I 
und m unterscheiden. Von den zwei Entartungen, namlich in I und m, 
denken wir uns die m-Entartung durch ein Magnetfeld aufgehoben. Die 
Entartung in Z wird durch die storende Wechselwirkung zwischen den 
zwei Elektronen beseitigt; sie ist ?i-fach, wie man sich leicht iiberlegt, 
vgl. Kap. I, § 7, Gl. (10a). Wir sehen von dieser letzteren Entartung 
im folgenden ab, weil sie praktisch belanglos sein wurde. Zum Beweise 
hatte man diese Entartung durch eine Storungs-Rechnung (mit w-facker 
Determinante) aufzulosen, Man wurde dabei auf lauter aiiBerst be- 
nackbarte Energie-Kiveaus gefuhrt werden. 
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wo (p und ^ kleine GroBen sind, deren Produkte mit dem Storungs- 
gliede vernachlassigt werden diirfen. Als Differentialgleichung 
fiir g) erhalt man so aus (1) und (6); 


( 10 ) 


87t?m/ , „ . Ze^‘ Ze\ . 

^<P + + ^i + — + —) <P = (s - 8) w. 


Ze"- , Ze\ 


Eechterhand haben wir die Abkurzungen benutzt 


( 11 ) 








( 12 ) 


um uns damit den Ausfiihrungen von § 1, B aniz.upassen, welche 
jetzt zum ersten Male aktnell werden. 

Wir sagen vie dort: damit es iiberhaupt eine Losung der 
„mhomogenen'^ 61. (10) gibt, muB ihxe rechte Seite „orthogonaF‘ 
sein zu den Losungen u und v der zugehorigen ,,liomogen©n‘‘ 
Gl. (6). Dakar die Bedingtingen; 

( 11 a) J(s — d)wudT = Q und J(5 — B)wvdt = 0 . 

Hier ist d% = dx^ . das 6-dimensionale Volumen-Element der 
samtliGlien Freibeitsgrade, das in die beiden 3 - dimensionalen 
Volumen-Elemente dx^ und drg zerfallt. Indem wir den Wert (8) 
von V) eintragen, erkalten wir zwei Bedingungen fur a und jS: 

i a|(s — 6)u^dT (s — 8)uvdt =: 0 

(z J(s — 6)uvdr p ^(s — a)v^dr = 0, 

Die u und v mogen auf 1 normiert sein, so daB 

J u^dx = j v^dx = 1. 

Ferner sind sie zueinander ortkogonal. Denn es ist 
0 = juvdt — j 

Tveil sowohl das Integral nach wie das naoh dt^ versoh-windet. 
Mhren mr im AnsohluB an S. 179 die Abfciirzungen ein: 

(13) fijj = Sai = Jsttvdr, 62 j=Js«®dT, 

so konnen -wir mit Bticksicht darauf, daU e konstant ist, also vor das 
betreffende Integralzeichen gezogen -werden darf, statt (12) schreiben: 

I “(®ji — s) + = 0, 

la£ij +ji(Saj —6) = 0. 


(12 a) 
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EHmination von a und ^ liefert eine qnadratisclie Gleichung fur s: 


(14) 


Si 1 f} £3 3 

£i 3j £33 ^ 


Nun entsteht v aus u, also auch £32 durch Vertauschung 

der beiden Elektronen. Da aber die Integration nach dr beide 
Elektronen gleiobmallig beriicksichtigt, und da auch s [Gl. (11)] 
symmetrisch in beiden Elektronen ist, so wird 


£22 “ ^11- 

Unsere quadratische Gl. (14) geht also liber in 

( 16 ) («ii —s)®= «?ai «ii —«=±eia 

und liefert die beiden Wurzeln 

(16) 8=--fill q: £ 12 . 

Damit haben wir die zweite Naherung des Eigenwertes gef unden: 
Der in erster Naherung zweifache Eigenwert E = apaltet 

auf in die beiden etwas versohiedenen Werte 


(16a) 


E = El + E^ + (s^i^ £ 13 ) 


8yt^m 


Nachdem e bekannt, ist auch das Verhaltnis a: ^ aus (12a) 
zu berechnen. Man erhalt 

a = 0. 

Eintragen in (8) liefert 

w = aiuZ^v), 

a bestimmt sich duroh die Eorderung, daB auch auf 1 normiert 
sein moge. Hieraus ergibt sich sofort 1 = 2 also 

1 

w = 

V 2 

Dies sind die beiden Ldsungen erster Naherung, an die sich die 
Stdrung (p stetig anschlieBt. Wie man sieht, ist die bevorzugte 
RoUe als „irmeres Elektron“, die -wir dem einen oder anderen 
Elektron in u oder v zugevdesen hatten, bei den weiterhin allein 
maBgebenden Kombinationen w verwisoht; ist in beiden Elektronen 
symmetrisch oder antisymmetrisch gebaut. Heisenberg driickt 
dies so aus, daB er von einem „Platzwechser‘ des inneren und 
auBeren Elektrons spricht. Wir mochten hierzu betonen, daB dieser 
Platzwechsel oder Austausch, entsprechend der Ableitung der 
GL (17), eine unmittelbare analytische Edge der Schrodingerschen 


(“+«)• 
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Storungstheorie ist und keine neue physikalisclie Hypothese be- 
deutet. DaB die einzelnen Elektronen in der Wellenmechanik nicht 
numeriert und individualisiert werden konnen (ebensowenig wie 
die Lichtwellen der Optik), ist in der Form der Wellengleicbung 
enthalten und bildet das Grundprinzip der wellenmechanischen 
Statistik, auf die ^vir aber bier nicbt eingehen konnen. 

Wir zeigen nun, daB die beiden Systeme von Zustanden, 
deren erste Naherung duroh (17) dargesteUt wird, untereinander 
nicht kombinieren konnen. Zum Beweise haben wir an 
Kap. I, § 5, S. 55 anzukniipfen, namlioh das Matrix-Element 
der Koordinate q zu bilden. Wenn fur jede Komponente 
von q versohwindet, so bedeutet dies, daB der Ubergang n 
verboten ist (keine Ausstrahlung liefert). Wir prufen daraufhin den 


Gbergang vom Zustande [u -1- v)^ 
Das zugehorige Matrix-Element lautet: 


1 

zum Zustande {u — v)^. 


(18) 



(9i + ^a) (« + «)m (w — ®)» 


Die Integration ist iiber den ganzen Koordinaten-Raum der q^, gg 
mit den Baum-Elementen dr^.dr^ zu erstrecken. Zur Erlauterung 
des Faktors ^1 + ^2 ^rinnern wir daran, daB das Matrix-Element 
der Koordinaten ursi^rtinglich als elektrisches Moment berechnet 
wurde (vgl. S. 63), und daB z. B. zum Moment nach der ir-Achse 
offenbar die aj-Koordinaten beider Elektronen beitragen, derart, 
daB das a;-Moment mit dem ,,Hebelarm“ zu bilden ist. 

Dem entspricht in (18) der (nur etwas allgemeiner geschriebene) 
Faktor q^ + gg. 

An Stelle von g^^ betraohten wir zonaohst das Integral 


(18a) 


+ a -f- a 

X= jdxi^dx^f(x^, 

— a —a 


®a) 


unter der Voraussetzung 

(18b) /(a?!, a:J = — /(»„ x^. 

WirschlieBen so: der Zahlenwert vonX kann sich nicht andern, 
wenn wir die Bezeiohnung der Integrations-Variablen vertauschen. 
Es muB also auch sein: 

-I- a +a 

X = jdXj^jdx^f(x^, x^). 

— a —a 
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Kehren \vir hier die Reihenfolge der Integrationen um und beriick- 
sichtigen (18 b), so entsteht 

+ a + a 

X = — ^dx^ ^d xj(x^, ajj). 

— a —a 

Der Vergleich mit (18 a) zeigt also unmittelbar, daB X = 0. 

Genau derselbe SchluB ist auf (18) anwendbar, da ja u — v 
und daher auch / {q^ q^) = {q^ + %) v) {u — v) das Vorzeichen 
andert, wenn w das Elektron 1 mit dem Elektron 2 vertauschen. 
Auoh die Integrations-Grenzen sind in (18) fur beide Variablen- 
Tripel dieselben, namlicb ^ oo, so wie sie in (18 a) ftir beide Variablen 
X 1 X 2 dieselben waren, namlicb j-a. Infolgedessen wird qnm ~ 0 
fur jede Koordinate g = y,z und fiir aUe Werte n, m. 

Das Interkombinations-Verbot zwiscben den Zustanden w ip ^ 
weist bereits auf die Existenz der beiden nicht miteinander kom- 
binierenden Term-Systeme von Ortho- und Par helium liiii. 
Wichtig ist dabei, daB dieses Verbot nioht nur, wie hier bewiesen 
wurde, in erster Naherung, sondern exakt gilt. Letzteres folgt 
daraus, daB auch durch Hinzufiigen der zweiten Naherung, d. h. der 
Eunktion y aus Gl. (9), und aller folgenden Naherungen der gerade 
bzw. ungerade Charakter der ersten Naherung bezliglich der Elek- 
tronen 1 urtd 2 erhalten bleibt. Dabei ist, wie in diesem Abschnitt 
durchgehend, vom Elektronen-DraU abgesehen. Dieser bedingt 
erne beim He ungemein schwache, bei den sohwereren Atomen 
zunehmend starkere Interkombination der beiden Term-Systeme. 

Wir fragen nun nach dem TJnterschied in der Lage der Energie- 
Niveaus, die zu den Systemen u'lfv gehoren, Diese Energie-Niveaus 
sind durch (16 a) in zweiter Naherung gegeben; ihr Unterschied 
ist also: 


(19) 


^ E - Ey^^y - 


u + v 




la 




Andererseits berechnet sich das zwischen beiden gelegene mittlere 
Energie-Niveau nach (16a) zu: 


( 20 ) 


+ = jS'i + ^3 + 


STc^m 


Gl. (19) gestattet bereits eine vorlaufige Entscheidung dar- 
Tiber zu treffen, wie die Zuordnung von M qi« zu den tatsaohlioh. 
beobachteten Ortho- und Para-Zustanden zu machen ist. e,, 
1 st nach (13) positiv, da s durohweg und, vermoge ihrer Normie- 
rung, M und ?) jedenfalls im Durchsohnitt positiv sind (genauerer 
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Nachweis unter C). Also wird nach (19) AE negativ, Aus Fig. 98 
von S. 490 geht aber hervor, da6 die Ortho-Niveaus immer etwas 
tiefer liegen als die entsprechenden Para-Niveaus (auf das Grnnd- 
Niveau 7 i = I gehen vdr sogleich naher ein). Der Unterschied 
Ortho weniger Para ist also negativ. Deshalb miissen die 
Zustande u — v den Ortho-Termen, die Zustande v den 
Para-Termen entsprechen. Zu demselben Pesnltat kommen 
wir v,jon der Betrachtung des Grundzustandes 1 S aus. Dieser 
ist beltanntlich erfahrungsgemaB nur beim Para-System vorhanden. 
In unserer theoretischen Darstellung wird der Grundzustand 
charakterisiert durch n = 1, also u=^v, Fiir ihn ist daher 
^ = 0 und 1 )=^ %u. Also: das durch u — v gegebene 

System hat keinen Zustand 1 8 (eine versohwindende Eigenfunktion 
zahlt niemalsalsEigenfunlction). Dieses System muB also in tJber- 
einstimmung mit unserer vorigen Feststellung das Ortho-System 
sein. Dagegen hat das zu ^ gehorende System bei gehoriger 
Normierung den Grundzustand u\ dies ist also das Para-System. 
[Der Normierungsfaktor, der in (17) allgemein zu 1/1/2 bestimmt 
war, lautet im Para-Grundzustand offenbar 1/2.] Nooh auf einem 
dritten Wege werden wir im folgenden Abschnitt unsere Zuordnung 
zvdschen w + v und Ortho-, Para-Sj’stem bestatigen. 

E. Die Feinstruktur des Helium-Spektrums. 

Die Feinstruktur riilirt beim Helium wie bei alien schwereren 
Elementen wesentlioh vpm ,,Elektronen-Drall‘‘ her. Auch beim 
Wasserstoff tragt dieser, wie wir bereits in Kap. I, § 9, Fig. 10 
gesehen haben, neben der Relativitats-Korrektion zur Feinstruktur 
bei. Dabei hat der Elektronendrall, wie Dirac gezeigt hat, vgl. § 10 
in diesem Kap., im Grunde dieselbe Wurzel wie die Relativitats- 
Korrektion. 

Wahrend zwischen den beiden Elektronen-Schwerpunkten eine 
Wechselvdrkung elektrischen Ursprungs bestand, moge 

zwischen den beiden Elektronen-Achsen Wechselwirkung 

magnetischen Ursprungs = M (pi, pg) bestehen. AuBerdem 
denizen wir uns ein auBeres Magnetfeld hinzu von der Achse 
in dem sich die Achsen 6x und jede fiir sich genommen, einstellen. 
Sei (p) die Eigenfunktion des einzelnen Elektrons im Felde 
^ (^) denlten wir uns z. B. nach Kap. I, § 3 als Eigenfunktion des 
Rotators (im Raume oder in der Ebene) gebildet. In ihr tritt die 
magnetische Quantenzahl auf, die wir hier bzw. nennen werden. 

So mm erf old, Afconibau und Spektrallinien. Brg.-Bd. j[8 
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Wir entnehmen der H;y’potliese von Goudsmit-Uhlenbeck 
(Kap. I, S. 102), vorbehaltlicb. der Begriindung in § 10, daB 
und ^2 Werte 34 kaben konnen. Wir haben also 

folgende Kombinationen von Quantenzahlen bzw. Eigenfunktionen, 
die letzteren ohne Riicksicbt auf die Wechselwirkung gebildet: 


7»1 


Mg 

Eigeufanlctio D en 

1 

2 

1 

.! 

2 

1 

a = Y'(;-)</'(3) 

1 

2 

0 

6 = v'(i)v(—i) 

1 

a 

1 

2 

0 

C = 

1 

2 

1 

2 

' i i 

d = ¥-(— livC—i) 


nhg ist die Quanten-Summe Die Eigenfunktionen 

a, b, c, d sind in erster Naherung als Produlcte der TeiKunlvtionen 
berechnet, ebenso wie u und v in Absebnitt A. Von diesen sind a 
und d nicht entartet, genau y/ne friiher der Grundzustand des 
Heliums; dagegen haben b und c dieselbe Austauscb-Entartung 
wie die angeregten Zustande des Hebums, da ibre magnetischen 
Energien erster Naherung im Eelde §, namJich (?x) + (§ ^ 2 )* 
untereinander gleich sind. Um diese Entartung aufzuldsen, haben 
wir eine analog© Stcrungs-Rechnung mit der Wechselwirkung 
zu machen, wie vorher mit der Wechselvdrkung 
stimmungsgleichung ftir die Bnergie-Anderung zweiter Naherung s 
treten dieselben Koeffizienten auf wie in (12 a), wobei aber die 
Stdrungs-GrdBe s jetzt naturlich mit proportional ist. Wegen 
ihrer Symmetric in und 0,2 ®rgiht sicli auch hier ^22 = 

£ = I^aher werden die beiden Kombinationen, an die sich 

die Eigenfunktionen zweiter Naherung stetig anschlieBen, bZ^c. 
Die aus den nicht-entarteten Zustanden a und d sich entmckelnden 
Eigenfunktionen zweiter Naherung schlieBen sich dagegen offenbar 
stetig an a und d selbst an. Wir haben also drei in den <?•> sym- 
metrische Eigenfunktionen und eine unsymmetrische; namlich, in 
erster Naherung geschrieben; 

a, 6 + c, d bzw. b — c. 

Die ersteren bilden ein Triplett, letztere stellt ein Singtilett 
von Orientierungs-Mdgliohkeiten dar. Die magnetischen Quanten¬ 
zahlen sind naoh der vorstehenden Tabelle: 

rrhg = -[- 1 hzw. 0. 

Die Eigenfunktionen des Gesamt-Problems, Schwerpunkts- 
Bewegung + Orientierung, setzen sich in erster Naherung multi- 
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plikativ aus den Eigenfuiiktionen beider Teil-Probleme zusammen. 
Dabei sind zunaohst vier Kombinationen moglicb, die wir in zwei 
Grnppen (1) und (2) zerlegen: 


1 ) 

2 ) 


(tt-f + cj, (M —»)(6 —c), 
{u + v) (5 — c), (u — v) ( 5 + cV 

\ d J 


Unsere Einteilung in 1) nnd 2) ist so getroffen, daB alle Zustande 
der Gruppe 1) bei Vertanscbung der beiden Elektronen ihr Vor- 
zeichen beibehalten (symmetrische Zusttode), diejenigen in Gruppe 2) 
ihr Vorzeichen todern (unsymmetrische Zustande). An sich, 
d. li. ohne Kenntnis des Helium-Spektrums, ware die Zustands- 
Gruppe 1) ebensowolil mcglioh wie die Zustands-Gruppe 2). Wir 
sahen aber oben bei Gl. (18), dafi Inter-Kombinationen zwischen 
symmetrischen und unsymmetrischen Zustanden verboten sind. 
Wenn also z. B. ein Zustand der Gruppe 1) realisiert *ware, so 
wiirde er niemals mit einem Zustande der Gruppe 2) kombinieren 
konnen. 

Welche der beiden Gruppen beim Helium in der Natur vor- 
kommt, mussen wir beim jetzigen Stand der Tlieorie aus der Er- 
fahrung entnehmen. Bei der ersten Gruppe ware das Para-System, 
das "wic den Eigenfunktionen M + v zuordnenmuBten, einTriplett-, 
das Ortho-System ein Singulett-System. In Wirkliohlceit ist es 
bekanntlioh umgekehrt. Die Kombination 1) soheidet also aus; 
die Kombination 2) ist empirisch allein zulassig. 

Dazu kommt noch ein tieferer Grand, namlioh das Pauli- 
Verbot (Kap.I, §8, S. 101). Im Grundzustande haben namlioh 
beide Elektronen wegen u == v genau gleiche Quantenzahlen der 
Sohwerpunkts-Bewegung; wir haben allerdings bisher nur von der 
Haupt-Quantenzahl n zu sprechen gehabt, aber es versteht sich 
von selbst, daB daneben auch die Winlcel - Quantenzahlen I 
und m flir beide Elektronen libereinstimmen miissen; denn 
aus w = 1 folgt fiir beide Elektronen Z = 0 und w = 0. 
Nach dem Pauli-Prinzip muB dann die vierte, auf die Elektronen- 
aohse bezugliohe Quantenzahl fiir beide Elektronen ver- 
schieden sein. Diese Quantenzahl hieB in unserer Tabelle 
und mg. Im Grundzustande kann also nioht = mg sein; die 
Orientierungen a {m^ = mg == + 34) ^ == mg = — 34) 

18* 
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diirfen im Grundzustande nicht vorkommen. Der Grundzu- 
stand darf also rdcht im Triplett-System auftreten, wie es bei 
der Kombination 1) der Fall ware. Bei der Kombination 2) f^t 
der Grundzustand des Triplett-Systems wegen u = v von selbst 
fort, und der Grundzustand des Singulett-Systems wird nur mit 
der Orientierung h — c verkniipft, nioht mit a und d. 

Es bliebe noch die Aufgabe, Naheres uber GroBe und Intervall- 
VerMltnisse der Feinstruktur auszusagen. Heisenberg ist dies 
gelungen auf Grund von Recbnungen, die sich auf die alten Bahn- 
Vorstellungen stiitzen. Die Recbnungen sind etwas umstandlich 
und entsprechen nicht mehr dem heutigen, durch Diracs Arbeiten 
uber das ICreisel-Elektron bestimmten Stande der Theorie. Wir geben 

daber nur das Resultat 
dieser Reblmungen in Ge¬ 
stalt der folgenden von 
Heisenberg tibernom- 
menen Figuren (Fig. 28). 
AUe drei Figuren steUen 
denTerm 2 35 imTriplett- 
System dar, mit den drei 
Untertermen pg, Pq 
und denrelativen Quan- 
tengewichten 2 3 +13 die 
sich wie 5:3:1 verhalten 
(beiHeisenbergsinddie 
negativen Energiestufen 
gezeichnet, die also die umgekehrte Reihenfolge wie unsere Term- 
Stufen haben). Betrachten wir zunachst den Grenzfall Z — ^ 00. 
Hier haben wir die regelrechte Termfolge von pg, p^, Po und das 
normale Intervall-Yerhaltnis 2 :1 (vgl. Kap. 8, S. 659); der Term pg 
mit dem groBten Gewicht 5 hat den Ideinsten Zahlenwert. Fur Li’*' 
haben wir erne „partiell-verkehrte“ Folge (Kap. 8, Ende von §7); 
das „starkste“ Niveau pg liegt in der Mitte. Bei He ist die Folge 
gegenuber der normalen durchweg „verkehrt‘‘; dieses in seinen 
Inter vail-Verh^tnissen stark entartete Triplett wurde bekanntlich 
fruher experimentell als Dublett angesehen, aber zugleich aus 
theoretischen Griinden als solches angezweifelt (vgl. Kap. 8, S. 599). 
Die unter den Figuren vermerkten Av bedeuten om""^ und sind 
Beobachtungswerte, darunter in Klammern die von Heisenberg 
berechneten Werte; auch die Angaben uber A d. h. den Abstand 
VzVii folgen aus der von Heisenberg entwickelten Formel. 


Mg. 28 . 


Hb ,1-^2 

o"*; z 


Z-^oo 

V ^ 





Ay, ^ 

Av^ j 


f 

1 




i,Q7 Av = 

(der. 0,62) (her 3,65) 

Av^- 1. Av ^Av Ap, --^Av 

^21 ^5 ' J 

Triplettaufspaltungeu far He, Iii+ und aelir groBe Kern- 
ladung. Die G-ewichte der NiveauB yerhalteu sich wie 
5:3:1, das Xatensitatsyerhaltnis wird fllr die stark yer- 
zerrten Tripletts des He und Li+ moglicherweise nickt 
das „nonnale“ der Summenregelu sein (vgl. Kap. 8, § B). 
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C. Qantitative Durclifiihrung der Storungs-Reohnung. 


Bisher haben wir, dem allgemeinen Schema der Storungs- 
Theorie folgend, die erste Naherung aus den Wasserstoff-Eigen- 
funktionen bei .Z^-fach geladenem Kern zusammen- 

gesetzt, Gl. (5) und (7). Das ist aber fiir die Konvergenz der 
Storungs-Reohnung ungiinstig. Das innere Elektron befindet sich 
zwar unter der Wirkung 
eines Z-fach geladenen 
Kerns, aber fur das auBere 
Elektron wird die Kern- 
ladung duroh das innere 
Elektron auf Z — 1 ab- 
geschirmt. 

Heisenberg tragt 
dem Rechnung, indem er 
zur potentiellen Energie 
7 = — Ze^Jr fiir jedes der 
beiden Elektronen eine Zu- 
satz-Energie / (r) hinzu- 
gefiigt, die im Bereioh der 
„Bahn des auBeren Elek- 
trons"' den Wert+ e^/r hat, 
im Bereioh der „Bahn des 
inneren Elektrons” aber konstant ist, also der Kraft Null entspricht. 
Die Grenze zwischen beiden Bereichen sei das Bild von / (r) ist 

duroh Eig. 29 gegeben. Wir schreiben daraufhin die Differential- 
Gleichungen orster Naherung (2) und (3) um. Zuvor setzen wir in 
ihnen A = 0. Denn als Separations-Parameter mtiBte A in beiden 
Gleichungen entgegengesetztes Vorzeiohen, wegen Vertauschbar- 
keit der beiden Elektronen aber gleiches Vorzeiohen haben. Hieraus 
folgt notwendig: A = 0. Die beiden Gin. (2) und (3) lauten dann, 
wenn wir die erste fiir r < Tq, die zweite fiir r ansohreiben: 



SoliomatiBlorto StilruiigHfunkti^m fiir dio zwei HG' 
Eloktrouen. r <; Tq bodimtot nindriugon in dio 
nSchalo^^ (loB „iunorQu“ Eloktrona. 


( 2 ') 

, (Z — 1 ) 


(S') 


^ ( 2 ) + ^ ^ ^ ( 2 ) = 


0 , 

0 . 


Der w-te Eigenwert von (S') wird jetzt 
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Der erste Eigenwert von (2') ist 


(4") 




BhZ^ 

~ir 



Damit ist die oben ansgesprocbene Absicht erreicht, das kernnahe 
Elektron nnter Z-fache, das kernferne nnter {Z — l)-fache Ladung 
zu bringen. Der konstante Addend e^jr^ bei dem kernnahen Elektron 
entspricht einer „auBeren Abschirmung” (vgl. Kap. 7, S. 546). 
Ini tibrigen diirfen wir die Eigenfunktionen der beiden Elektronen 
strengegenommen nicht aus den Gin. (2') und (3') berechnet 
denken, welche ja nur fiir r < bzw. r > Tq gemeint sind, sondern 
aus der fiir beide Elektronen gemeinsamen Gleichung (i = 1 oder 2): 


(S’) (Ei — /(ri) + = 0, 


Tinter / die gleiche, in Fig. 29 erkl^te Funktion verstanden; denn 
sonst wiirden wir eine Unsymmetrie zwiscben beiden Elektronen 
einfuhren, welche ihre Vertauschbarkeit aufheben wiirde. Indem 
wir fur die Berechnung der Eigenwerte erster Naherung (4', 4") 
diese 61, (5') durcb (2', 3') ersetzen, baben wir eine Ungenauigkeit 
begangen, die aber in der nacbsten Naherung von selbst korrigiert 
wird. Fur die aus den Produkten 


u = Oder v = 

gebildete Kombination w =:= au J3v ergibt sich aus (5') als Diffe- 
rentialgleichung erster Naherung 


( 6 ') 


L(v,) + ^ {e^ + E,- f(T,) - f(r,) 

, Ze^ , „ 

H-- )w — 0. 


Setzen -wir in zweiter Naherung ijj = w + (p, E — E.^-{- E^^ fj, 
BO lantet die Differentialgleiohung fur tp nunmehr: 

( 10 ') L{(p) = {8 — a)w, 

wie der Vergleich von (1) und (6') zeigt. Dabei sind die Abkiirzungen 8 
und s jetzt statt duroh (11) erklart dtirch 


(11') ^ = C^(^-/(r,)-/(r,)), 


0 = 


~W 


s — Gji, 
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imd es sind die Produkte atp und s(p als kleine GroBen hoberer 

Ordnung foitgelassen. Ferner ist die Bedeutung der GroBen 

undf ^2 Gl. (13) abzuandern. Wir gehennur auf die Berechnung von 

(130 

etwas naher ein. 

Die in u, v auftretenden Funktionen bilden ^ir an- 

genahert als Ldsungen der Gin. (2') und (3'), also als Wasserstoff- 
Eigenfunktionen mit der Kernladung Z, mit der Kern- 
ladung Z — 1) und setzen, indem wir die Normierungs-Paktoren in 
die radialen Bestandteile aufnekraen: 

= iJ,. 1, 1 P„ = Ji„ Pf (cos &) ei«‘ V, 

I — 1 . 

Wir bilden 71^2 nach dem Sckema von in Gl. (13) und fiihrenzuerst 
die Integration nach , dann die nach O’g, <p 2 , endlioh die nach 

aus, wobei wir jedesmal nur solche Faktoren hinschreiben, 
welche die betreffenden Integrations -Variabeln enthalten. Der erste 
Schritt liefert 

7t %7t 

(21) J I s . 1. Pf (cosO’!)e- ^Ti sin q)^, 

Der Faktor 1 ruhrt von ijjiil) in u, die beiden folgenden Faktoren 
von ^*(1) in v* her^). Bei der Integration fallen die von 
freien Glieder / (r^L) und / (rg) in s fort^); mit 

= ^*1 + ^2 — 2 rg cos ®, 

cos & = cos '9'^ cos + sin sin cos (g?j — g)^), 

^) Man beachte, daB bei komplexer Schreibweise der Eigenfunk- 
tionen auoh die Orthogonalitats-Bedingungen (11a) komplex zn echreiben 
sind, 2 . B. 

J (S-fl) IDU* dT = 0. 

Daher ist auch die Definition von in (13) abzuandern, z. B. 

fii2 = j swt;*d‘r, figi =7 J su*vdr = fifg. 

^) Den Fall I = 0 (/S'-Term) wollen wir aussohlieBen. 
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wo [r] den groBeren der beiden Radien und x das Verhaltnis 
des kleineren zum groBeren r bedentet, entsteht aus (21): 



Fiir P,. (cos @) benutzen wir das Additions-Theorem der Kngel- 
funktionen, Gl. (2) in Kap. I, § 8: 


Py (cos @) 


2*0 


— 1 ’ 


— IfI)! 
(v + if* 1)1 


P‘,! (cos '0’i)P'“ (cos ■“ 


Von alien Gliedern dieser Reihe bleibt wegen der Integration nach (p^ 
mir das Glied m librig, so daB (22) nbergelit in 


( 23 ) 



(y—wi)l 

(v + m)\ 


Pr(oos S',) C~ . JT, 


77= J P'r (cos Q-j) P"‘(cos S'j) sin dd'^. 


Nach Kap. I, § 6, Gl. (24) und (30) ist aber 


77 = 


0... V =jz I, 

2 (Z -f m)l _ 
2Z+ 1 (Z —m)! 


Infolgedessen reduziert sicb (23) anf ein einziges Glied (der 
Pakidtaten-Paktor hebt sick wieder heraus) 

( 24 ) ^ TTfl. 

Der zweite Schxitt bestebt darin, daB wir diesen Ausdruck mit 


Pr(cos0’2)e^^9’2. 1 


miiltiplizieren, wo die 1 von v* und die vorhergehenden Faktoren 
von berriibren. Bei der Integration nach •B'gj (pz "^ird aus (24) 


Stt 


W2Z+1 


n, 


mit dem soeben angegebenen, nicht verschwindenden Werte von IT. 
Also Hefert der zweite Schritt 




e® (I -f“ ^j)l 



§ 8 C. Numerische Berechniing dei* Term-Differenz (Ortho, Para). 281 


Wir kommen jetzt zum dritten Schritt, d. h, zur Integration 
iiach 2 ;u integrierende Ausdruck ist [vgl. (13'}] 


(25) 


_ Un^e^ (Z + Wi)! (■ a:' ^ ,> 9 j 

“ (2Z + 1)® (Z — m)\ J fr] ' l)’‘i 

0 

oo 


Dabei ist (a = Wasserstoff-Eiadins) 

(r, Z) = N,(Z) e- <?/s ij (p)... p = 


22 ! 


, _ 2(Z-1) 


na 


B„(r,Z - 1) = i^„(2! - . • 9 ' = 

Die letzten For mein gelten fiir r = r-^ ebenso me fiir r — 

Die Faktoren N enthalten sowobl die Normierung der %•, gj- wie der 
r-Abhangigkeit und lauten: 

N^(Z-\-\- r2{Z-\X{n-l-\)\ J_ 2Z+ 1 (Z - m)l 
''"“V na /2m(»iH-Z)l*‘2 7t' 2 

Wir beschranken nns auf den Fall n = 1+I (Kreisbahnen im 
friiheren Sinne), wo die Polynome L vom nuUten Grade werden, 
da alsdann gilt „,, . _, , _ 

4VV = = Const. 

Nach der Definition der GrdBen x und [r] sind die Integrale in (25) 
folgendermafien auszuflihren: 

oo oo 

(26) ||r222 + 2 g-ara dfg + + ^ j’r3e-«^’2 drg} • 

0 0 /*!. 

Hier bedeutet oc die Abkiirzung 

a \ 7^ / ’ 

den konstanten Faktor 

\ na ) 

haben wir hinzuzudenken. Die etwas umstandliche Ausrechnung 
von (26) ergibt: 

2}1.(2Z+ 5). 
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Mit Eriicksiclit auf den konstanten Eaktor folgt schlieBlicli {B =: Ryd- 
berg-Zahl): 

« z\z~iyi+^ 

[(I — + 21 + 1 

Dies ist nnser Endresultat, 2 betrachteten Naberting 

den Energie-Unterschied zwisclien Para- iind Ortbo-Niveaus [vgl. 
(19)] mater der Annahme n — 1+ I fiir belinm-artige Atome der 
Kernladung Z, Numeriscbe Werte von rj^^jRli sind von Heisen¬ 
berg berecbnet worden, wir steUen sie in Tabelle 5 zusammen; die 
eingekiammerten Zahlen sind die betreffenden Beobachtungswerte. 


Tabelle 6. 



1 = 1(2 JO 

l = 2(31)) 

l = 3 (diO 

Z = 2 

7,66.10-3 

(9,4 .10-3) 

2.57.10-6 

(1,84.10-6) 

5,25.10-8 

II 

3,07.10-2 

1,89.10-^ 
(1,34.10-4) 

6,95.10-7 


Eine grofienorduungsmaBige tJbereinstimmung zwiscben Beob- 
acbtung nnd Eechnung ist vorhanden, besonders bei groBerem 1; 
w baben Grund anzunebmen, daB sie durch Weiterfubxung der 
Storungs-Recbnung vervoUkomnmet werden kann. Wicbtiger als diese 
quantitative tjbereinstimmung ist die qualitative t)bereinstiininung 
der in den Abscbnitten A imd B abgeleiteten Struktur und Feinstruktur 
mit den Erfahrmigs-Tatsachen und die numeriscbe Berecbnung des 
Grundterms (der lonisierungs-Spannung, vgl. die Einleitung zu 
diesem §). Wir koniien daber sagen, daB das Helium-Problem 
welLenmeobaniscb gelost ist, daB also (vgl. § 1, S. 170) die WeUen- 
mecbanik nicbt mebr vor dem Dreikorper-Problem zuriickzu- 
scbrecken braucbt. 

Die Methode, die Heisenberg fiir das HeHum-Problem ent- 
mckelt bat, ubertragt siob auf das Mebrkorper-Problem, also auf 
Atome mit mebr als zwei Elektronen. Dabei steigt der Grad der 
Austausch-Entartung; die Deter minante zur Berecbnung der 
Energie-Storung e mrd bei N Elektronen vom Grade N\; statt 
eines Singulett- und Triplett-Systems treten im aUgemeinen Falle 
mehrere Multiplett-Systeme auf. Ibre genauere Untersuchung ist 
nacb den Prinzipien der Gruppentbeorie besonders durcb Arbeiten 
von W. Heisenberg, E. Wigner, J. von Neumarin und 
H. Heitler gefordert worden. Aiicb im aUgemeinen EaUe zerlegen 
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sich die mdglichen Eigenfunktionen in mehrere nioht miteinander 
kombinierende Systeme, die den Gruppen 1) und 2) von S. 275 
entspreclieii. In der Natnr ist nur eine dieser Gruppen, namlich 
diejenige von antisymmetrischem Charakter realisiert. Diese Anti- 
symmetrie der Eigenfunktioneh ist das wellenmechanische Aqui- 
valent des Paulischen Prinzips und zugleich gegenwartig die 
allgemeinste Pormulierung desselben. 


§9. 

Wellenmechanische Umdeutung klassischer GidBen* 

Wir gehen von Schrodingers Dichte-Definition q^uu* 
aus und bilden mit ihr den wellenmechanischen Mittelwert der 
Koordinate q oder, wie wix auch sagen konnen, die Schwerpunkts- 
Koordinate des durch u gegebenen Wellenbildes: 

(1) ^ — I = J quw^dt. 

Der Kiirze halber rechnen wir mit dem einzelnen Massenpunkt, 
verstehen also unter dx das dreidimensionale Volumenelement; 
wir bemerken abei% daB sich alles Polgende leicht auf beliebige 
Systeme von Massenpunkten oder Elektronen erweitern laBt. 

Machen wir in (1) w und w* si^eziell gleich der n- ten Eigenfunktion 
eines irgendwie bestimmten weUenmechanisohen Problems, so be- 
deutet q zugleich das n-te Diagonal-Element der Koordinaten- 

Matrix. Wir erweitern (1), indem wir u durch und durch 

ersetzen, und erhalten so das allgemeine Matrix-Element 

(la) qnm = j q'u-nKdt. 


A. Energie und Impuls. 

Analog definieren wir den wellenmechanischen Mittelwert der 
potentiellen Energie V durch 

( 2 ) U=:jVuU*aT. 

1st spezieU (?^-te Eigenf unktion), so wird U= V^n (Diagonal- 

Element der F-Matrbc). Auch hier konnen wir verallgemeinernd zu 
dem beliebigen Matrix-Element ubergehen. 


Die hier einzufiihrende Bezeichnung U hat natiirlich nichts zu 
tun mit der friiheren Bezeichnung V = U. 
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Wenn V unabhangig von i ist, gilt in der gewohnliclien Mechanik 
der Energie-Satz in der einfachen Form 
(3) JS7 = Z + F . . . = Idnetische Energie) 

und es reduziert sich in der Wellenmechanik die Differentialgleichung 
fiir 21 auf die zeit-freie Wellengleichung: 


Hieraus entsteht durcli Multiplilcation mit und Integration 
7,2 f 

Dabei haben wir beruckaiclitigt, daU wegen der Konstanz von E 
und wegen der Normierungs-Bedingung fiir if; 

J = E 

wird, und daB wegen 

% = , ur = 1/;-6 " 

der in (2) definierte Mittelwert TJ jetzt identiseh wird mit 

U V^ilj*dz. 


Der Vergleich von (4) und (3) fordert dazu auf, das weUen- 
mechanische Analogon der kinetischen Energie zu sehen in: 


Um diesen Ausdruck auBerlich der elementaren Definition 


(5 a) 




anzugleichen, konnten wir (5) nach dem Greenschen Satze um- 
formen in 


(5b) 


2m\27t/ J \da; dx dy dy dz dz) 


Wir werden aber alsbald lerneii, daB die eigentUche Analogie zu (5 a) 
nicht in der Form (5b), sondern gerade in (5) vorUegt. 

Zunacbst miissen wir das wellenmechanische Analogon zu 
dem Impuls p suchen. Eigentlich steckt seine Definition schon in 
derjenigen des Stromes S, Kap. I, § 8, Gl, (8). Wenn wir namlich S 
mit m/e multiplizieren, gehen wir von dem weUenmechanischen 
Oder wahrscheinlichen Werte der transportierten Ladung zu dem 


§ 9 A. Energie und Impuls. 
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entsprechend definierten Werte der transportierten Masse iiber. 
Dies ist der spezifische Impuls fiir eine bestimmte Stelle des 
weUenmechanisohen Peldes, ebenso wie S der spezifische Strom 
war. Wir erhalten so: 


{u grad w'*' — grad u). 


Um von hieraus den gesamten Impuls zu bekommen, haben 
wir nur noch nach dz za integrieren: 
li f 

(6 a) p = -—: I {u grad grad v) dr, 

J 

Daneben gilt ersichthch 
li f 

(6b) 0 = {u grad w*"' + grad u) dr\ 

denn das Integral in dieser letzten Gleichung kann gesohrieben 

und laBt sich durch eine partieUe Integration auf ein Oberflaohen- 
Integral im Unendlichen zurticlduhren, das, wenigstens bei den mit 
dislo'eten^) Eigeiiwerten definierten Losungen u, sicker verschwindet. 
Durch Addition der beiden Gin. (6 a, b) folgt dann als vereinfachte 
Form von (6 a): 


= j* u grad dr. 


Dies ist unsere weUenmechanisohe Umdeutung des klassisohen 
Impuls-Begriffes. Wir erweitern (7) zur Darstellung der Impuls- 
Matrix: 


— f 

2 jr z J 


% grad it* dr. 


Wir woUen (7) eine fiir das Folgende wichtige symbolisohe 
Form geben: 

(p=ju7C n/^dr^ 

j T. ja 7, 


h d J 

7t = r—^ = r—grad. 
27C%dq 27C% 


Bei den Eigenfunktionen des kontinuierlichen Spekti’ums ist 
die Ordnung des Verschwindens im Dnendlichen geringer, so da6 hier eine 
gewisse Vorsicht geboten ist, Wir setzen im folgenden diskrete Bigen- 
werte voraus, um die Oberflachen-Integrale im Dnendlichen stets weg- 
lassen zu konnen, was im einzelnen Fall© ohne weitere Begriindung 
geschehen wird. 
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X nernien wir ,,Impuls-Operator“. Er ist auf die dahinter stehende 
GroBe u* anzuwenden. Die Reihenfolge, in der der Operator jt 
und die Faktoren u, auftreten, ist natiirlich wesentlich. Opera- 
toren sind nicht kommutativ. Dagegen kdnnen wir in Gl. (1), in 
der nur gewohnlicke Faktoren auftreten, die Reihenfolge ver- 
tauschen und konnen diese Gleichung ersichtlioh auch in die zu (8) 
aiMloge Form bringen: _ ^ j 

In der Diracschen Terminologie heiBen gewohnliche Faktoren 
„c-numbers‘' (classische Zahlen), Operatoren ,,gf-numbers‘' (quanten- 
theoretische Zahlen). 

Die Einfiihrung des Operators tc hangt zusammen mit der 
klassischen Verkniipfung von Impuls p und Wirkungsfunktion S 
[S wird weiterhin in anderer Bedeutung gebraucht als in Gl. (6)]: 


dS 



Wir erinnern an die urspriingliohe Einfiihrung der Wellengleichung 
in Kap. I, § 1 und ihre Ableitung aus der Hamiltonschen Gleichung 

Sp“=S(||y=2m(^?-y). 

Setzen wir Her fiir p bzw. fiir den Differentialquotienten 
dSjdq das Symbol tc, d. h. den Operator (hj2 7Ci) djdq ein und 
wenden die ganze Gleichung auf ^ an, so entsteht in der Tat genau 
die WeUengleichung in der Form (11) von S. 6. 

Zugleich liegfc hierin bereits die Reohtfertigung fiir unseren 
Ausdruck (5) der kinetischen Energie. Tragen wir namHch in den 
klassischen Ausdruck (5 a} jeweils statt p ein und integrieren 
nach dem Vorbild der Gl. (8), so entsteht 

^ ~ I ^ 

und dies ist in der Tat genau unser Ausdruck (5), nur daB jetzt u 
und an SttlLe der friiheren etwas spezieUeren GroBen Tp und 
getreten sind. 

Zur Erlauterung unserer Definition (7) des weUenmeohanischer 
ImpulseB betrachten wir den Fall eincs Elektrons, das sioh kraftefre: 
in der aj-Richtung bewegt. Wir stellen es durch eine ebene Welle dai 
{■Vgl moh Kap. I. § 1): „ ^ 




§ 9 A. Impuls der de Broglie-Welle. 
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Dabei sind k und co definiert durob: 


(8b) 


E = me® K == Eiuhenergie 

+ kinetisebe Energie des Elektrons. 


Eiir die Dicbte Q und den Strom S bekommen wir wegen unserer 
besonderen Form von u 

p = e. a®, ;9a5 = 8y = = 0 

^ ’ 2jr m ^ 

und fur p nacb (7) 

P = ?» = 2^ a®* I 

Nunist j*a2rfr== 1 [Normierungsbedingung]^), also 


(8 c) 



h 
k ’ 


wo k wie inKap. I, § 1 die de Brogliesebe Wellenlange des Teilobens 
bedeutet. DaB diese GroBe die Bolle des Impulses spielt, ist leiebt 
zu seben. Es gUt nambeb 


derni nacb (8 b) ist 
1 

2 m (2 ji:)® 





^2m-K = K. 


B. Sebwerpunkts-Satz®). 

Wir zerlegen den Sebwerpunkts-Satz der Idassiscben Mecbanik 
in die beiden Gleicbungen (,,Impuls-Defimtion“ und „Impuls-Satz“): 

pz= mg und p = grad 7. 


d wird also tmendlicb klein, wie man m’cbt anders erwarten 
kann, denn die Dichte des Elektrons in einer ebenen Welle ist gleich- 
maBig liber den ganzen unendlichen Raum verteilt (vgL auch Kap. I, 
§ 3, E und § 7, D am Ende). 

Vgl. hierzu die etwas speziellere Darstellung des Schwerpunkt- 
Satzes fiir eine Dimension bei P. Ehrenfest, Zeitschr. f. Pbys. 45, 
455 (1927); femer A. E. Ruark, Phys. Rev. 31, 533 (1928). 
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Die welLeiimechanische Umdeutnng derselben schreiben wir, indem 
wir unter g und p die Ausdriicke (1) tind (7) verstehen und grad V 
nach dem Verfahxen von Gl. (2) bilden: 

(9) p — mq, • (10) p = — j grad Vdr. 

Zum Beweise berechnen wir aus (1) und (7) [man beachte, daB q 
in (1) und grad in (7) zeit>unabbangig sind]: 

(9a) q = (iiu^ -f uii^) dr, 

Jt r 

(lOa) p = -—I {a grad -)~ u grad w*)dr. 

i jr J 

Hier mussen wir die Differentialq[uotienten nacb der Zeit aus den 
Gin. (13) und (I3a), Kap. I, §5 einsetzen: 


(11) 


\ P 


4:7tm \ 

h 


4:7Cim\ J 


Dann hebt sich in (9a) das Glied mit 7 heraus, und es bleibt 


(12) mq = j q{u^^^u — u^u*)dx. 

Nun ist 

u — div grad % — u div grad %C^ 

= div (ii* grad u — u grad vP), 

Durch partieUe Integration von (12) schafft man die ,,Divergenz‘‘ 
fort. Ist z. B. O' = X, so liefert von den drei Differentialquotienten, 
aus denen sich div in rechtwinldigen Koordinaten zusammensetzt, 
nur derjenige nach x einen von Null verschiedenen Wert. In diesem 
FaUe ergibt sich aus (12) 


mx 


4:7ti\v dx 


u 


dx) 


\df, 


nach (6 a) ist aber die rechte Seite niohts anderes als p^.. Damit 
ist Gl. (9) bewiesen, 

Um 61. (10) zu beweisen, formen wir zunachst (10 a) durch 
partielle Integration im zweiten GHede der rechten Seite um. Wir 
erhalten so: 

A f . 

P = r—I {u grad w* — grad v) dr. 



§ 9 B. Schwerpunkts-Satz. 




Einsetzen aus (11) gibt • 


(13 a) ^ = j* grad u) dx^ 

(13b) II = — y ■ J {Vib grad -j- F^i* grad u) dx. 


Wir beschaftigen uns zunachst mit II, Diirch abermalige partieUe 
Integration folgt 

J Vu grad u^dx = — j grad (yu)dx = — J u^u grad Vdx . 
— j w* F grad udx. 

Beim Einsetzen in II bebt sich das letzte Glied heraus, und es bleibt 

Sut^m C 

II = —j ^6*^6 grad Vdx. 

Nehmen wir vorweg, daB 2=0 wird, so geht (13) iiber in 
p = — I uu* grad Vdx^ 

nnd dies ist genau die zu beweisende GL (10), d. h. der Impnls- 
Satz bzw. der zweite Teil des Schwerpunkts-Satzes. 

Der Naohweis des Verschwindens von 2 bernht anf der folgenden 
Identitat: 


^ du du^ 


(14) Ju grad u* + grad ^6 = div T. 

Hier ist T ein symmetriscber Tensor r) mit den Komponenten 
_ du du^ du^ du 

(io) iji dxidxk dxi dxj^ 

i, h, j haben die Zahlenwerte 1, 2, 3, wobei Xj^ = iu, = 2 ! 

zu denlten ist. ist der bekannte Einheits-Tensor. div T meint 
einen Vektor, dessen i-Komponente gegeben wixd duroh 

also naoh (16) duroh. * 

du ^ , du* ^ d^u I ^ d^u du* ^ ^ d^u* du 

"T ^ tz~aZ' ^ 


dxi 


d^u* du* 
dx^ ' dxt 


dxl 


dxidx^ dxk 


dxidxk dx,i 


d du du* 

dxi ^ dxk dxk 


^) Unser T hangt enge mit dem von Schr5dinger, Ann. d. Phys. 
82, 266 (1927),’ eingeftihrten Tensor S zusammen. 

Sommerioldj Atomliau und Spelctrallinien. Brg.-Bd. 9 
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Im letzteu Gliede haben wir wegen der Bedeutung von ersetzt 




dxk 


dnroh 


dxi 


nnd haben ftix den in (15) benutzten Summations-Index j bequemer- 
weise h gesohrieben. Ausfuhrung der Differentiation in diesem letzten 
Ghede zeigt unmittelbar, daB es sich gegen die beiden vorangehenden 
Glieder hebt. Die beiden ersten Glieder sind aber identisoh mit der 
4-Klomponente der linken Seite von (14). Hiernach ist Gl. (14) be- 
wiesen. Damit ist aber auch gezeigt, daB I verscliwindet. Denn 
naoh (13 a) und (14) haben wir 


Iz= {diyrTdt 


C. Plachen-Satz. 


Wir bedurfen zu seiner Formuherung der weUenmechanisohen 
tJbertragung des Begriffes „ImpulS'Moment‘‘ einerseits und des 
Begriffes ,,Kraft-Moment‘‘ andererseits. Das Impuls-Moment in 
bezug auf einen willkurlichen Anfangspunkt, von dem aus der 
Radius-Vektor x gezahlt wird, ist klassisoh definiert duroh [rp]. 
Es -wird naoh 61. (8) wellenmechanisch symboHsiert durch 

(16) P = j* [r jt] I u [r grad %*] dt. 

Das Kraft-Moment ist klassisoh, beim Vorhandensein eines Po¬ 
tentials F, in bezug auf den gleiohen Anfangspunkt gegeben duroh 
— [t grad F] xmd lautet ins Wellenmeohanisohe libertragen: 

(IT) M — — J u[x grad F] u^dr. 

Die Behauptung des Flachen-Satzes ist: 

(18) P = M, 

Zum Beweise hat man zu bereohnen: 

(19) P = I j * -h j [t grad u^] drj • 

. Das zweite Integral wird zunachst umgeformt naoh dem Sohema 

du , 
xvdr: 
dy 

mit = w* liefert dies: 

j u\x grad ^i*] dx = — grad u] dx. 


(19 a) 


dv , 

ux-^ dx 
dy 



§ 9 C. Flachen-Satz. 
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Somit kommt statt (19) 

(20) P = 11 ^ — I 

Jetzt hat man die Gin. (11) heranznziehen. Wir sohreiben, ahnlich 
wie in (13); 

(21a) 1 = \ {^u\x grad «*] + ^u*\y grad «]} dr, 

(21b) II =— I grad «*] + Vu*[x grad «]} dr. 

Anch hier verschwindet das Integral I, Deim wir haben mit Riick- 
sioht auf (14): 

J = J [r, Ju grad m* + Jut* grad -a] dr = j [r, div T] dr. 

T-nHftm -wir die durob die Indizes i k gegebene Komponente des 
Vektorproduktes betraohten xind die in (16) gebrauchte Indizierung 
bemitzen, erhalten wir 

/ = J Jaji S Ty - (Ti S Tij] 

Darans folgt nach der Begel (19 a) 

(22) I = ~\[Tti—Tt„}di;, 

und dies ist in der Tat Null wegen der Symmetrie des Tensors T . 

Sodann wenden wir auf das erste Integral in II die Regel (19 a) 
an; 

j 7w [r grad dt = — j grad (7^^)] dx 

— :— j [v grad 7] d!r — j w*7 [r grad u\ dt^ 

Hier hebt sick das letzte Integral mit dem zweiten Integral in (21b) 
auf. Man erhalt also aus (21b) und (17) 

(23) II = — 7] dr = — ^-^5— 

Gl. (21) wird daraufhin mit (18) identisch. 

Damit ist der Flachensat-z in seiner allgemeinen Gestalt 
bewiesen. Die besondere Form, wie sie beim Kepler-Problem 

19* 
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als Erhaltung des Impuls-Momentes oder als Konstanz der Machen- 
Gescliwindigkeit anftritt, ergibt sich, wenn 'wxr V als reine Funlction 
von T voraussetzen (Zentral-Kraft). Dann wird 


und daber 
(24) 


grad F = 


X ^ 
r dr 


, ,^ 1dV, ^ 

[tgrad F] =-j^[rr] = 0, 


M z=zQ: 


Es folgt also im besdnderen 

(25) P = 0, P = Const. 


D. Virial-Satz. 


Wahrend das Kraft-Moment dxirch vektorielle, wird das 
Virial dtiroh skalare Multiplikation von t mit — grad 7 definiert. 
Wir bezeichnen das Virial etwa mit B iind schreiben klassisch 

P = -- (t grad 7). 

Die wellenmechanisoLe Umdeutung wird lanten 

(26) P = — j uu^{x. grad 7) dt. 

Als Virial-Satz bezeichnet man in der klassisoben Meokanik 
bekanntlick die unmittelbar aus dem Impnls-Satz folgende Be- 
ziebung 

(27) ^^(r33) = 2Z+iJ. 


Aixf periodisobe oder qnasi-periodiscbe Babnen angewandt, ge- 
stattet sie den Scblnfi: Der Mittelwert der doppelten kinetiscben 
Energie ist dem Mittelwert des Virials entgegengesetzt gleiob. 
Derselbe ScblnB ist aucb fiir die WeUenmeobanik niitzbcb. 

Wir beweisen das weUenmecbaniscbe Analogon zn Gl. (27), 
indem wir von der zn (t p) analog gebildeten GroBe ausgeben 
tvgk (8)]: 

(28) Q z= ^ u (X7t) u*dt = I u^)d%, ' 

Ibre Ableitiing nach t entspricbt der linken Seite von (27): 


( 29 ) 



I [ib (r grad u*') u(x grad w*)} dz 
f {ii (r grad u*) — -w* [3 w + (t grad it)]} dt. 



§ 9 D. Virial-Satz. 
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Bei der letzten Umforinung ist von der mit (19 a) verwandten Relation 
Gebrauch gemacht worden: 

11« S = -1 ® s 

[_ j ® ( 3 tt+ x^ = y, Xg = g. 

Tragen wir u imd m* aus (11) in (29) ein, so erhalten w 


ft' 

(30) Q = — (I + -^-f) 

mit den Abkirrzungen: 

[ I = j(t grad u*) + ^u*[3u + {x grad m)] dr, 

1 -- 8 3t*w* f ITT.. / _J . T7».* rn /IJ /v n 


II =- 


I { Fm (r grad «*) + Vu* [3 « + (t grad «)]} di 


Wir formen zunachst I um, indem -wir den Tensor T aus (14) 
einfuhren: 

(31a) J = j(ic div T) dr + 3 j uJii^dx. 

Das erste Glied reduziert sioh bei partieller Integration auf 
i» r f -—du du* ^M*i , 

- jS= - J 3 23 ^ 5^1 


= + fs 


du du* 
dxi dxi 


u^u*dx. 


Fligen -wir das zweite Glied aus (31) hinzu und beriicksicbtigen (8 a), 
so ergibt siob 

r . . 


» 

= 2 


u^u^dz = — 


Sodann formen wir das erste Integral in II naoh (29 a) um. 
j Vu(v grad «,*) dr = — 3 J Vuu*dx — jVu*(x grad «) 

— J u*u(x grad 7) dr. 

Die beiden ersten Integrals reobts heben sicb gegen die beiden 
letzten Glieder in der Definitions-Gleiohung (31) von JI fort, und es 
bleibt naob (26) : 

ft c _ 

(31c) II = -jf- J grad 7) dr =-p- -B. 
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Eintragen von (31 b, c) in (30) Mefert also in der Tat das Analogon 
zu der klassischen Form (27) des Virialsatzes: 


(32) Q=2K+E. 

Handelt es sich im besonderen nm einen station^en Zustand, 
bei dem die Zeit-Abbangigkeit von u nnd u* durch 


gegeben ist, so wd Q von f nnabhangig nnd 6=0. Wahrend wir 
also in der klassischen Mechanik fiber die Zeit ansdrhoklich mitteln 
mfissen, um die linke Seite von (27) zum Verschwinden zn bringen, 
impliziert die wellenmechanische Methode diese Mittelnng nnd be- 
wirkt von selbst das Verschwinden der hnken Seite von (32). Fiir 
stationare Znstande gilt also stets: 


(33) = —2Z. 

Sind iiberdies alle Krafte, die in V znsammengefafit werden, 
elektrischen Ursprungs, so wird V eine homogene Ennktion — Iten 
Grades der Koordinaten, nnd es gilt der Enlersohe Satz, vgl. Zn- 
satz 5, S. 772: 7) = _ 7; 

ans (26) nnd (2) folgt dann: 


R = \uu*VdT = U, 


Gl. (33) besagt also: Das wellenmechanische Mittel der kinetischen 
Energie ist gleioh der Halfte des weUenmechanischen Mittels der 
potentieUen Energie, mit nmgekehrten Vorzeichen genonamen. 
Der Nutzen des entsprechenden Satzes in der alteren Qnanten- 
theorie ist wohlbekannt. Anoh in der WeUeninechanik haben wir 
schon gelegenthch, vgl. Kap. I, § 7, B, davon Gebranch gemacht. 
Man beachte dabei den ParaUehsmns zwischen unserem jetzigen 
Beweis des Satzes nnd dem fniheren Beweis in Znsatz 5. 


E. Differentieller Elachen-Satz. 

AnJBer dem integralen Elaehensatz, den wir nnter C be- 
handelt haben, gibt es anch einen sehr interessanten dif f erentiellen 
Oder spezifischen Elaehensatz, der nns im folgenden § niitzlioh 
sein wird. Wir beschranken nns dabei anf die einfaohste zeit-freie 
Wellengleichnng, die wir abkfirzend schreiben: 

STV^m 
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Von dieser QleichUng bilden mr das Moment mit Bezug auf einen 
(geeignet gewahlten) Punkt r == 0, wenden also auf (34) den 
, jMomenten-Operator'' 

(35) lf = [rgrad] 
gliedweise an. Es entsteht: 

(36) — MX.ijj. 

Hier bedeutet, da E konstant ist, 

— Ml = [r grad F] 

das nicht integrierte Kraft-Moment (abgeseben von einem 
konstanten Eaktor), im Gegensatz zn dem friiheren integralen 

Kraft-Moment M ans Gl. (17). Wir wexden zeigen, daB 

(37) Mjd'ip = 

gilt, so daB wir (36) auoh sckreiben konnen: 

(38) {d + l)M'ii) = —Ml.tl). 

Diese Gleicbung ist besonders interessant in dem Ealle, wo 
V eine reine Eunktion von r und daher, vgl. (24), If A = 0 wird. 
Dann geniigt nach (38) ilf ^ derselben linearen Differential-Gleichnng 
wie jp selbst, namlich der Gleiohung 

(39) (^ + l)M^ = 0. 

M ^ mnB sicb also in gewisser Weise linear mit konstanten Ko- 
effizienten aiis den Integralen von (34), d, b. aus den Eigenfnnktionen 
Ip znsammensetzen, die zum gleicben Eigenwert E geboren. Dies 
ist das wellenmechaniscbe Aqnivalent des speziellen Elaoben- 
satzes, d. b, der Erbaltnng des Impuls-Momentes, iind zwar nun- 
mebr in differentieller, niobt wie oben in integraler Eorm. 

Wir baben den Beweis von (37) nacbzutragen. Und zwar tun 
wir dies zunacbst etwas unsymmetrisob in recbtwinkbgen Koordinaten 
Xiy,z\ dabei geniigt es, die Komponente 

i\/r d d 

dy ^ dx 

zu betracbten. Wir wenden sie auf die drei Summanden von A ip 
einzeln an. Bei Tpjd ergibt sicb ersicbtbcb obne weiteres 

a* 
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dagegen erLalt man bei den beiden anderen Summanden 


(39 a) 


(39b) 


M'^ — X - 

da^ dx^dy 


■y 


/ dilj djp\ 
dx* <?a:® \ dy ^ dx) 


djp\ 


— 2 


d^i) 


or 


dxdy' 
d^^ 


■y 


d^il/ 

dxdy^ dy^\“ dy 


d^ / dii> d‘il>\ 
- 


— 

dy^ V 


dxdy 


In der Snmme aller drei Ansdriicke fallt mm in der Tat das Znsatz- 
glied mit xd y fort, und man erhalt, in tJbereinstimmnng 

mit (37): JM'iIj. 

Unser Beweis ist mcht ganz befriedigend, weil M ein Vektor 
ist, wahrend der Differential-Operator jd mix anf einen Skalar an- 
gewandt werden soli. Dieser Umstand falLt zwar bekanntlich bei 
der Benutzung rechtwinkiiger Vektor-Komponenten niobt ins 
Gewicht, stekt aber der Benutzung anderer, z. B. Polar-Koordinaten, 
im Wege. Wir geben deshalb neben (37) die aUgemeine vektorielle, 
d. h. fur beliebige Koordinaten giiltige Form an: 

(37 a) M^ij) = —rot rot 

so daB wir statt (38) erbalten: 

(38a) (—rotrot + X) 

Der Beweis von (37 a) wird am bequemsten mit dem symboHschen 
V-Operator der gewobnlichen Vektor-Bechnung gefiihrt. Man hat ja 


rot = [vE^V]] ^ = x,{v v)ip — V (vr) 1/’ 
= — 3 grad ip. 


Nimmt man bier nocbmals die ^Rotation^', so faUt das letzte Glied 
fort, und man erhalt 

rotrot Mtp = [vx] = —[tv] 
also in der Tat Gl. (37 a). 

Wir wenden Gl. (39) auf das Kepler-Problem an oder allgemeiner 
auf eine Bewegung unter dem EinfluB beliebiger Zentralkrafte, 
die von einem Kern an der Stelle t = 0 ausgehen. Wir schlieBen 
wie oben, daB sich M ip hneax mit konstanten Koeffizienten aus 
den Bigenfunktionen Tp zusammensetzen miisse, die zum gleichen E 
gehdren. (Es kommen dabei nur die Eigenfunktionen, d. h. 
die stetigen Losungen der WelLengleichung in Betracht, nicht die 
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ubrigen in den singularen Punkten unstetigen Losnngen, weil 
M tIj dieselben Stetigkeits-Eigensoliaften besitzt wie Beim 

Kepler-Problem gehoren zu einem Eigenwert U — alle Eigen- 
funktionen, die in der Haupt-Quantenzahl n nbereinstimmen; bei 
einem Atom mit beliebiger Zentralkraft ist die Entartung 
geringer, der Eigenwert ^ ~ hangt auBer von n anch 
von I ab (Anseinanderfallen der Balmer-Terme in die 8-, P-, 
£)-, . . . Terme). Die Entartung betrifft dann nur nooh die dritte 
Quantenzahl m, so dafi zu gegebenem E nur die 2 Z ^ 1 ver- 
soMedenen Eigenfunktionen if} gehoren, die sich duroh den 

Index m unterscheiden. Wir haben deshalb M 'tp aUgemein als 
lineare Kombination dieser Eigenfunktionen ip^ anzusetzen: 

( 40 ) 

wo die C^Konstanten sind, die von Fall zu Eah bestimmt werden 
mtissen. 

Am einfachsten geschieht dies bei der a; ^/-Komponente von M 
(dem ,,Moment um die 2 ;-Achse“). Hier gilt ntohch nach den an 
Gl. (2) in Kap. I, § 10 anschliefienden Bemerkungen: 


(41) 



dip _ 

dx d(p^ 


sofern wir die 2 J-Achse zur Polar-Achse eines r, -O’, ^-Systems wahlen. 
Schreiben wir uberdies die Eigenfunktion ip, von der wir ausgehen, 
m der Form = B . Pf" (cosd') so haben wir nach (41) 

M^yip = imip. Die Summe in (40) wird in diesem Fade also 
einghedrig; wir haben 0^ = im und 0^, = 0 fur alle m', die von 
dem m der Ausgangsfunlction verschieden sind. 

Dagegen findet man fiir die beiden anderen Komponenten 
von M durch Rechnungen mit Kugelfunktionen, die hier unter- 
drlickt werden mogen: 

-3^!/* = (— sin gj A _ cos go otg A) 

= —4[^« + l+ (K''+!) — (’”—■I) 

1 Id d\ 

= [ooa n j^ — amcp otg j-J 

= —+ {i(}+ !) — (»»— I)™} 


Die Summe (40) wird hier also zweigliedrig. 
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Es ist klar, dafi sich das Verfahren, welches tms von (34) zu (39) 
fuhrte, iterieren laBt. Setzen wir z. B. wieder voraus: .MX=^ 0, 
d. h. F = F (r), und verstehen imter M-^^, irgend zwei reoht- 
winldige Komponenten des Momenten-Vektors (35), so hahenwir 
ersiohtlich 

+ X) M^tjj = (J + X) = 0. 

Also muB sich im Sinne der Gl. (40) auch ^ linear ans den 

Eigenfunktionen ^ desselben Eigenwertes zusanunensetzen lasseti. 
Dasselbe gilt von einer Snmme solober Produkte M-^ oder von 
einem Produkte von mehr als zwei Eaktoren M. 

Wir bebrachten speziell, znr Vorbereitnng des folgenden §, 
die Sunune der Quadrate 


(42) + Ml, + 

angewandt auf irgend eine Eigenfunktion des Kepler-Problems 
von der azimutalen Quantenzabl Z, und bebaupten, daB dann die 
DarsteUung (40) libergebt in die einfacbe Belation: 

(43) = — Z(Z+ 1)^. 

Die Bedeutung des Operators (42) ist namlich naob (41) und (41 a): 
^ d 


(43 a) 


+(' 


d 

-|- cos (p ctg %• ^ 




5j. + oi«»j5 + 


I S' 

sin®-9* dtp^ 


Dies ist aber nacb Kap. I, § 2, Gl. (1) ff. gerade der Differential- 
Ausdruok in der Gleiobung der KugeKlaobenfunktionen (vgl. S. 10); 
er liefert, angewandt auf eine Kugeblacbenfunktion vom Grade Z, 
d. b. auf ein Aggregat der Form 

+ 2 

ySr = 2 c„ Pf (cos «>) 


— I 


nacb Gl. (la) und (11) in Kap. I, §2 den Wert — Z(Z+l)fi^. 
Damit ist 61. (43) bevdesen. 

Andern wir nocb die Bedeutung von M in (35) dabin ab, daB 
wir den Faktor hJ^TCi binzufiigen, was nacb der Definition des 
Impuls-Operators ^ in 61. (8) sinngemaB ist, scbreiben wir also 
statt (35) 


(44) 
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so geht (43) liber in 

Wir konnen dann sagen, indem wir die Qnadratwurzel in etwas 
kiihner Weise ansziehen, daB 

(43b) 1^1 = iW+Y) ~ 

sei. Diese Bormel vertritt gewissermaBen die Darstellung des Bahn- 
Impnlses in der alten Quantentheorie 

imd liefert den Ersatz von dnrcK Z (? + 1), den 'wir z. B. in E^p. 8, 
S. 629 notig batten, um die ansobaiilicbe Ableitnng des anomalen 
Zeeman-Effektes iiberfuhren zu konnen in die empiriscb bestatigte 
Land6scbe g-Formel. 


F. Ungenanigkeits-Relation nnd Unscbarfe. 

So hr o dinger hat am Beispiel des Oscillators gezeigt, daB 
nnter Umstanden eine ranmlich begrenzte Wellengrnppe, ein 
„Wellenpaket“, znsammenhalten kann, ohne merklioh zu diffundieren. 
Auoh andere einfache Bewegungs - Typen (freier Fall, Kceis- 
bewegung usw,) sind unter dem gleichen Gesichtspunkt untersucht 
worden. Das Interesse an diesen Fragen entsprang wohl ietzten 
Endes aus dem Wunsche, den materiellen Punkt, z. B. das Elektron, 
wellenmechamsoh zu konstruieren und in kontinuierliche Feld- 
Verteilungen aufzulosen. ^^V'ir halten dieses Bestreben, wie schon 
im Vorwort bemerkt, flir illusorisch. Deshalb haben wir im vorher- 
gehenden nicht naoh dem raumhchen Zusammehhalt der Wellen- 
bilder gefragt, sondern nach ihrem Verhalten zu den meohanisohen 
Grundgesetzen. Mag das Wellenbild im Laufe seiner Bewegung 
noch so sehr auseinanderfheBen, so kann man einen Punkt scharf 
definieren, der dem gewohnlichen Sohwerpunkts-Satz gehorcht. 
Desgleiohen kann man auf Grund des WeUenbildes ein Moment 
definieren, das bei der Bewegung unter gewissen Umstanden konstant 
bleibt, unter anderen sioh ebenso verhalt wie das Impulsmoment 
des gewohnlichen Flachensatzes. 

In einen aUgemeineren theoretisolien Zusammenhang warden 
die Fragen iiber Erhaltung oder Anseinanderfliefien von Wellen- 
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gruppen durch. eine wichtige Arbeit von Heisenberg^) gebracbt. 
Um Heisenbergs Gedanken ausMbrlicb darzulegen, miiBten wir 
auf die Dirac-Jordanscbe^) Transformationstheorie eingehen, 
die wir aber, wie alle anderen qnanten-statistischen Fragen, anBer 
Betracbt lassen woUten. Wir begniigen nns daher mit einigen An- 
deutnngen. 

Wir gehen ans von der Grnndgleicbnng der Quantenmechamk 
ia der Form, wie wir sie in Kap. I, § 4, Gl. (5) aufgestelLt batten: 

(45) = 

Man sieht, daB in (45) p, q nicbt den klassischen Sinn dieser 
GroBen haben konnen, denn sonst miiBte anf der rechten Seite 
der Gleichung Null steben. Nebmen wir also Gl. (45) als ricbtig 
an — und wir haben keinen Grund an ihrer Giiltigkeit zu zweifeln, 
basieren dock alle unsere bisberigen Betracbtungen wegen der 
Aquivalenz von WeUen- und Quantenmecbanik auf ihr —, so miissen 
wir offenbar unsere Eegriffe von Ort und Gescbwindigkeit revidieren. 

Um den Ort eines Gegenstandes, z. B. eines Elektrons, fest- 
zusteUen, muB man Experimente macben. Wir konnen mit Heisen¬ 
berg z. B. ein „y-Strabl-Mikroskop‘‘ auf das Teilcben ricbten. 
Die Wellenlange des auffallenden Licbtes ist dann sebr klein und 
wir kSnnen den Ort des Elektrons sebr genau feststellen. Es bangt 
namlicb die Breite d einer nocb aufldsbaren Struktur mit der Wellen¬ 
lange A des benutzten Licbtes und der numerischen Apertur s des 
Instruments durcb die Gleicbung zusammen: 

(46) d = ij. 

Nebmen wir nun an, daB das einfaUende Licbt parallel ist, 
so kennen wir auBer der GroBe hjl des Impulses des ankommenden 
Licbtquants auob seine Bicbtung. Dagegen wird die endlicbe Apertur 
des Instruments uns bindern, den RiickstoB, der bei der Compton- 
Streuung des Licbtquants am Elektron auftritt, genau zu messen; 
wir bekommen vielmebr die in der Objektebene gelegene Impuls- 
komponente des Elektrons nacb dem StoB nur mit einem Febler, 


^) W. Heisenberg, tJber den anschaulichen'Inhalt der quanten- 
theoretisebenKinematikundMecbanik, Zeitschr. f. Phys. 43, 172 (1927); 
vgL aucb N. Bohr, Naturwiss. 16, 245 (1928). 

®) VgL die Zitate in Kap. I, S. 99. 
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der proportional znr GroBe der Apertur und zum Anfangs-Impnls 
des Liohtquants ist, also proportional zu 

(47) 2ehjL 

Das Produkt der Genanigkeiten von Impnls-Bestimmung 
und Orts-Bestimmung wird also nach (47) und (46) 

(48) Pi qi = h. 

Dies ist die Heisenbergsche ,,Dnscharfe-Relation“. Sie 
wird als allgemein giiltig postuliert fiir irgend ein Paar 
kanonisch konjugierter Variablen. Wahlt man als solches 
Paar die Energie und die Zeit, so lehrt (48) unmittelbar, dafi fiir 
stationare Zusttode, in denen die Energie einen genau festgelegten 
Wert hat, alle Aussagen iiber zeitliche Bewegungs-Vorgange des 
Elektrons sinnlos werden. Legt man die eine der konjugierten 
GroBen fest, so bleibt die andere prinzipiell unbestimmbar. Hiervon 
war Bchon S. 99 und 143 die Rede. 

Man kann mit Heisenberg zeigen, daB (48) in eugem Zu- 
sammenhang mit der Dirac-Jordanschen Transformationstheorie 
der Wahrscheinlichkeitsamplituden im Phasenraum steht. Jedem 
TeilchenlaBt sich ein„Wahrsoheinlichkeitspaket“ zuordnen, dessen Be- 
reich die Aufenthaltsmoglichkeit des Teilchens angibt; dieses jjPaket'* 
breitet sich im Laufe der Zeit aus. Wenn wir etwa das Elektron 
zur Zeit t an der Stelle x mit einer Genauigkeit Ax festgestellt 
haben, so hat sich nach Verlauf der Zeitspanne das Wahrscheinlich- 
keitspaket liber einen Bereich ausgebreitet, derart, daB in jedem 
Punkt desselben das Elektron bei einer neuen Messung mit gleicher 
Wahrscheinlichkeit angetroffen wird. Die neue Messung sohranl^t 
den Spiekaum wiederum auf seine ursprungliche GroBe A x ein, 
und so fort. Prinzipiell war das in der klassischen Theorie bei un- 
genau bekanntem Anfangszustand ebenso. Neu ist nur der statistische 
Charakter der Bewegungs-Gesetze und die Beschrankung der Ge¬ 
nauigkeit einer Koordinate durch die konjugierte. 

Wahrend man aber in der klassischen Theorie bestrebt war, 
aUe Gesetze zu objektivieren und vom beobachtenden Subjekt 
sowie vom Beobachtungs-Apparat loszulosen, ist dies heutzutage, 
bei verfeinerter Theorie und verfeinerten Beobachtungs-Moghch- 
keiten nach Heisenberg und Dirac nicht mehr tunlich; ja man 
kann mit Heisenberg die Wurzel der Quantentheorie gerade in 
demjenigen Spielraum suchen, in dem die Beobaohtungen nach der 
Theorie unscharf werden miissen. 
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§ 10 . 

tJber die Natur des Elektrons. 

Es ist schwierig, im heutigen Stadium der Entwicklung Tiber 
die Diraoschen Arbeiten (vgl. das Zitat in Kap. I, S. 139) zu be- 
richten. Wir diirfen uns dem aber mcbt entzieben, eimnal, weil 
diese Arbeiten iiberragend wichtig sind, sodann, weil sie dringend 
naob einer einfacheren Darstellung verlangen. 


A. Das kraftefreie Elektron. 


Dirac gebt aus von der relativistiscben WelLengleicbung des 
Elektrons, die wir in Kap. I, § 9, Gl. (7) formubert baben. Gegen 
diese Gleicbung erbebt er den Einwand, daB sie ibrem klassiscb- 
mecbaniscben Vorbilde, der Hamiltonsoben partieHen Differential- 
gleiobung, untreu sei. Die Hamiltonscbe Gleicbung ist in bezug 
auf die Energie oder den zeitlicben Differentialquotienten vom 
ersten Grade. Danacb sollte man aucb in der zugeborigen WeUen- 
gleicbung nur einen Differentialquotienten erster Ordnung nacb t 
erwarten. Unsere relativistisobe WelLengleicbung war aber in t 
ebenso wie in den Raum-Koordinaten von der zweiten Ordnung. 
Sie lautete nandicb: 

(1) {S Sll — A^]u = 0. 


Bier bedeutet im feldfreien Ealle zufolge Gl. (6a) in Kap. I, 
§ 9, einfacb die Differentiation nacb Xj^., A zufolge Gl. (4) ebenda 
die Abkurzung 


(la) 


A 


CcSq 27t 

6® he 


^0 


(a = FeinstruktuTrKonstante, jB q = m = Rirb-Energie, m = Rub- 
Masse). 

Wir woUen auf Grund dieses Diracseben Postulats versuoben, 
Gl. (1) formal in zwei Linearfaktoren zu zerlegen, von denen dann 
der eine, gleicb Null gesetzt, die WelLengleicbung des (negativen) 
Elektrons darstellen soil. 

AUerdings ist die Zerlegung von (1) in Linearfaktoren innerbalb 
des gewobnbeben Zablen-Bereiobs niebt mogbeb, aucb wenn wir 
die wie es die Sebreibweise von (1) nabelegt, niebt als eigentbebe 
Differential-Quotienten, sondern als Differential-Operatoren be- 
bandeln. Wir erzwingen aber die Zerlegung, wenn wir neue Zablen- 
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groBen emfiihren, deren EiecKenregeln w erst feststellen werden, 
und statt (1) sohreiben: 

i i 

(2) -h -4} w = 0, 

1 1 

Die a]^ sollen konstante, d. b. von den Koordinaten-Werten 
unabhangige GroBen sein. Ihxe Recbenregeln ergeben sieh, wenn 
wir (2) ausmnltiplizieren und hinsichtlich der Potenzen von Sii mit (1) 
vergleichen. Wir finden so 

(3) ccjcdi = 1 ... Z = A, 

(4) akCii + uicck = 0 ... Z qb ifc. 

Bei der Aufsteliung von (4) baben wir beriicksicbtigt, daB unter 
der gegenwartigen Bedeutung von Si, (im Gegensatz zum folgenden 
Abscbnitt) = Sli ist; die bnke Seite von (4) ist die 

Summe der Paktoren beider Produlite £li und Slj ^; sie muB 
gleicb Null sein, wed in (1) kein solcbes Produlct vorhanden ist. 
Die Form von (4) zeigt bereits an, daB unsere a nicbt kommutativ 
sind; denn es gilt nacb (4) 

(4a) ajiUi = — aiocj. I ^ h, 

Als WeUengleicbung des kraftefreien Elektrons seben wir nun 
etwa den zweiten Faktor von (2) an. [Der erste Faktor ist nur 
auBerbcb davon versobieden, denn wir konnen ja den Vorzeicben- 
Weobsel bei A durch einen gemeinsamen Vorzeioben-Wecbsel der 
a wettmacben, der offenbar nacb den Definitions-Gleiobungen (3) 
und (4) immer mogbcb ist.] Wir bebaupten also, daB das Verhalten 
des Elektrons bescbrieben wird durcb die Differentialgleicbung 
erster Ordnung 

(5) {2 + -d) = 0, 

1 

deren Koeffizienten a nicbt dem gewobnlicben Zablen-. 
bereicb angeboren. 

Eigentbcb baben wir auf diese Weise uber das gesteokte Ziel 
binausgescbossen. Wir wiinscbten eine Differentialgleicbung, die 
nur in t, d. b. in der relativistiscben Koordinate von der ersten 
Ordnung ware. Statt dessen baben wir eine Differentialgleicbung 
gefunden, die es aucb in den Koordinaten Xq ist. Dies wider- 

spricbt dem Vorbilde der klassiscben Hamilton-Gleicbung nacb 
der anderen Bicbtung. Denn die Hamilton-Gleicbung ist in den 
Differential-Quotienten nacb den Raum-Koordinaten vom zweiten 
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Grade, wiirde also eine WeUengleichung erwarten lassen, die in 
ajg* ^3 zweiten Ordnung ist. Deshalb dtirfen wir den 

Weg, der uns zu (5) gefubrt bat, wobl nur als beuristiscb ansehen. 

Von Dirac sind wir insofern abgewicben, als w die Koeffi- 
zienten in symmetriscber Weise den vier Operatoren" 
hinzugefiigt baben^), wahrend Dirac die Zeitdifferentiation 1^4 
(bei ibm jpo genannt) auszeicbnet und mit dem Koeffizienten 1 
versiebt; dagegen fiigt Dirac seine vier Koeffizienten (bei ibm 
«i» cfs und genannt) zu den Gr5Ben (bzw. p^, p^, p^) 

und A binzu, Sacbbcb kann das keinen Unterschied maoben. Wir 
werden seben, daB unsere symmetrisobe Wabl der a gewisse Vorteile 
bietefc. 

Die nabere Untersucbung der a woUen wir auf Abscbnitt G 
verscbieben. Es wird uns geniigen, eine spezieUe, mogbcbst bequeme 
Losung der Gin. (3) und (4) aufzusteUen, obne daB wir die Erage 
nacb der allgemeinen Eorm der Losung zu diskutieren braucben. 


B, Das Elektron im elektromagnetiscben Eelde 
und sein magnetisobes Moment. 


Wir besobreiben das Eeld durcb den Vierervektor 0 von S. 119: 


( 6 ) 


® 1 , ®8 


2 Tte 

he 






2 7cie 


wo % und (p das gewobnbebe Vektor- bzw. skalare Potential sind, 
und definieren numnebr (vgl. S. 120 ) durcb 

(6 a) ilk = + i0je. 

Die Gleicbung des Elektrons soli genau die Eorm (5) bebalten, bei 
ungeanderter Bedeutung der Koeffizienten a, die also aucb jetzt 
konstante, insbesondere vom Eelde unabbangige GroBen sein soUen. 
Wir fragen, welcbe Gleicbung durcb die in (2) vorgesebene Multi- 
pKkation entstebt, wenn die SI die nunmebrige Bedeutung ( 6 ) baben, 
also vom Eelde abbangen. 

Statt (2) schreiben wir zunaebst einfacber: 

4 4 

(2 a) cckSSjc • ccjeSlfi — u = 0 . 

1 1 


Ebenso verfabren E. Mogliob, Zeitsebr. f. Pbys. 48, 862; 

J. V. Keumann, ebenda 48, 868; H. Tetrode, ebenda 49, 868 (1928). 
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Um sodann die beiden Summen auszuimiltiplizieren, betrachten 
wir einerseits zwei Glieder vom gleichen Summations-Index 

(7) ocjfcjfl*, 

andererseits fassen wir die Glieder von ungleichen Summations- 
Indizes h nnd I zusammen: 


Die a sind als konstante GroBen mit den £l vertausobbar; statt (7) 
konnen wir daher auch schreiben: 


(7 a) ocliijfcilSjfc = [wegen (3)]. 

Ans demselben Grunde konnen wir statt (8) schreiben: 

(8a) ajcUiSljcSli + aiccicSliSlic = akoci(£ljc£li — [wegen (4a)], 

Nnn ist nach (6 a) 






Xdxt 

d^u .d(^iu) , du 
dx^dxi'^^ dxji ^ dxi * 


Bnden wir in gleicher Weise Siti u, so heben sich in der Differenz 
je das erste und letzte Glied fort; aber die mittleren Glieder zer- 
storen sick nur teilweise. Es bleibt namlich 


(8b) 

Die Klammer rechterhand ist die ,,vierdimensionale Rotation*' des 
Vierervektors 0. Diese hangt nacli den bekannten Regeln der 
Elektronentbeorie vermoge (6) mit den EeldgroBen @ und § folgender- 
maBen zusammen: 

fiir htl = 1, 2, 3: 


(9 a) 


d0i 

dx^ 


dxi 


2]te 

he 


rotjjSl = 


2 ®e 


(9b) 


30^ dOk 
dxt ^x^ 


fiir Z = 4, jfc= 1, 2, 3: 
2 jcie, 


he 


■ (gradj 9 + -^ 


2 Ttie 


he 




DaB wir bier die GroBen § und rot mit zwei Indizes schreiben, 
ist durchaus sacbgemaB, weil sie, im Gegensatz zu @ und grad, 
keine polaren, sondern axiale, keine Strecken-, sondern Elaoben- 
groBen sind. 

So mm erf eld, Atombau und Spektrallinien. Brg.-Bd. 20 
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Bassen wir aUe Glieder (7) und (8) zusammen, so entsteht 
aus (2 a) nach (7 a) und (8 a, b): 

( 10 ) = 

Die zweite Summe umiaBt niclit 4.3=12, sondern nur sechs Glieder, 
da naoh unserer Ableitung jedes Zablenpaar Jc, I nur einmal zu 
nekmen ist. Wir ordnen diese sechs Glieder in Gruppen zu je dreien, 
entsprechend (9 a) und (9 b), namlich 

(10a) 

(10 b) a* (ttj % + aa®a + “s^a) 

Um diese Glieder ist also naoh Dirac unsere friihere 
relativistisohe Wellengleichung (1) zu korrigieren. Sie 
treten, da sie mit u behaftet sind, in gewissem Sinne zur poten- 
tiellen Energie V Mnzu. Wir erinnern z. B. an die beiden ein- 
fachsten (rdcht-relativistischen) Eormen der WeUengleichung 

-y)^ = 0 [Kap.I, § 1, Gl. fll)], 

Oder 

^ 4nimdu 8 3r®m n rrr t e e /^i /ion 

Ju --p- Vu — 0 [Kap. I, § 5, Gl. (13)]. 

Der Vergleioh insbesondere der letzten Gleichung mit (10 a, b) 
zeigt, daB w die Ausdrucke (10 a, b) mit — STt^mujh^ dividieren 
miissen, um sie mit V vergleiohbar zu machen. Wir erhalten daduroh 
GroBen, die wir als Beitrage zur potentiellen Energie mit und F^ 
bezeichnen woUen: 

e 

(11a) Vfp, = — ^ ^^( "1“ ^a^8©33 

(lib) ^ 4^6 

Hier interessiert zunachst der erste Faktor 

(12) j— • 

^ ^ ^ m 4:7tc 

Er bedeutet die GroBe des Bohrschen Magnetons, Kap. 2, 
§ 8, Gl. (15). Ohne daB wir etwas liber eine magnetische Achse 
Oder ein magnetisches Moment desElektrons vorausgesetzt haben, 
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tritt also hier auf rein formalem Wege der charairteristische 
Aus^ck ernes magnetischen Moments, nnd zwar in der richtigen 
GroBe eines ganzen Magnetons auf, wie es die Hj^pothese von 
Goudsmit-Uhlenbeck fiir das Elekteon verlangt. Denselben 
Eaktor wie in der magnetischen Energie haben wir auch in der 
elektnschen Energie V^; das bedeutet, dab dem Elektron auch ein 
elektrisohes Moment von der gleichen GroBe zukommt, entsprechend 
einer friiheren Eorderung von J. ErenkeG), der aus Griinden der 
relativistisohen Invarianz dem Elektron ein Moment vom Charakter 
eines Sechservektors zuschrieb, mit drei reeUen magnetischen und 
drei imaginaren elektrischen Komponenten. 

Wiirde es sich urn einen Einstellungsvorgang gewohnlicher 
Art handeln, bei dem die magnetische Aohse des Elektrons mit den 
Koordinatenachsen die Eiohtungs-Kosinus a^.a^, bilden wiirde, 
so wih’de die magnetische Energie des Elektrons im magnetischen 
Eelde ^ gegeben sein durch 

(ftj© = -1- aj^s). 

Hiernach entspricht unserem Eaktor (—*) aiOj in Gl. (lla); 
Entspreohendes gilt fiir a^, Oy und fiir die Einstellung des elektrischen 
Moments. 

Im ubrigen mussen wir betonen, daB die Deutung der Zusatz- 
Glieder (10a, b) als magnetisches und elektrisches Moment mehr 
historisch als sachlich begriindet ist, me schon ihre Ableitung aus 
der Differential-Gleichung zweiter Ordnung (2 a) zeigt. Die wahre 
Differential-Gleichung des Problems, die nach Dirac von der ersten 
Ordnung ist, fiihrt nicht unmittelbar auf diese Momente. Tatsachlich 
werden wir dementsprechend im folgenden auch nicht explizite 
damit zu rechnen haben. 

0. Das mechanische Moment des Elektrons. 

Wir zeigen zunachst, daB der „Flaohensatz“ nicht in derjenigen 
Form gilt, die wir im vorigen § unter E entwickelt haben. Dabei 
werden wir annehmen, daB das Elektron sich wie beim Wasserstoff- 
Atom im Felde einer Zentralkraft befinde, so daB die Potentiale (6) 
die Werte annehmen 

(13) = 0, 9, = V{r). 

1) Zeitsohr. f. Phys. 87. 243 (1926); 47, 786 (1928). 


20* 
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Unter M verstehen wir irgend eine raumUclie Komponente des 
Momenten-Vektors, z. B. 

d d 


M 


12 




woflir wir in § 9 ifgesohrieben haben. Angewandt anf £1^ oder £1^. 
ergibt sich, ahnlicb wie in den dortigen Gin. (39 a, b): 






_/ _ d\ d 

d , 

< d 

d \ 


V'^dx^ ^^dxjdxj^ 

~ dx^' 

X, - 

^ dx^ 


' dx^ 

_/ <? d\ d 

d 1 

f d 

d \ 

, d 

\ ^^dxjdx^ 

= *^1* 


j- 

^ ^ x^ 




Ferner gilt ersichtlicb *^3 = ^12 wegen Versohwindens 

von 7 (r) auch *^4 — ‘^ 4 ^ 12 * Bezeiobnen wir also abkiirzend 
den linearen Differentialansdruck auf der linken Seite der Gl. (5) 
mit i, so haben wir: 


(14) ■^^12-^ M = -^-^12 (^) + (^^2*^1 — 

Im Gegensatz zu den Gin. (39 a, b) des vorigen § heben sich also 
jetzt die bei der Differentiation entstehenden Zusatzglieder nioht 
auf. Der Grund hegt teils darin, daB unsere DifEerentialgleiohung 
jetzt von der ersten Ordnung, nicht wie friiher von der zweiten 
Ordnung ist, zum anderen Teile darin, daB gegen frtiher unsere 
Koeffizienten a^, hinzugetreten sind. Wir konnen dieses Besultat 
dahin formuheren, daB wir sagen: 

Der Flaohensatz in seiner gewohnlichen Form, als 
Erhaltung des Impulmoments, ist bei dem Elektron 
trotz unserer Annahme eines zentralen Kraftfeldes 
nicht erfullt. 

Wir konnen den Flachensatz aber aufreohthalten, wenn wir 
den Operator M des Moments abandern in 


(15) 


N ^ M+ i8. 


Dabei soh p eine Zahl sein von demselben Charakter wie 
unsere Koeffizienten a, liber die wir sogleich verfiigen werden. 
Ebenso wie die a unter sioh nicht kommutativ („vertauschbar“) 
sind, ist auch p nicht vertauschbar mit den a; dahei- ist pLdpiLp. 
Wir bilden nun 


( 15 a) NL-LN= ML-LM+ pL-Lp 




§ 10 C. Der Flachensatz beim Kjeisel-Elektron. 
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und betrachten insbesondere die Komponente Wir baben dann 
mit Biucksicht auf (14) 

(16) - LN,, = + 

Sorgen wir nun durch Wahl von ^ dafiir, daB 

( 17 ) 06^ S^li^ — Si 2 “ 1 “ ^ ^ ^ ^ 

wird, so besagt Ql. ( 16 ): 

(18) 

Dieselbe Gleiohung gilt aber auch ftir jede andere rein raumliche 
Komponente von W, also fiir irgend zwei Indizes h und I aus der 
Reihe 1, 2, 3: 


(18a) Nj,iL = LNuj hi = 1 , 2 ,3, 

sofern wir nur j 8 bestimmen aus der zu (17) analogen Bedingungs- 
gleichung: 

(17 a) ctiiSih — <Xi]iSii'\- — ZrjS = 0. ^ 

DaB Gl. (18 a) nicht auoh fur die raumzeitlichen Komponenten, 
z, B. & = 1 , Z = 4 gilt, liegt daran, daB bei ihrer Ableitung die 
Beziehung ^ F (r) = [x grad] F (r) == 0 benutzt wurde, die nur 
richtig ist, solange x den raumliohen Radius-Vektor bedeutet. 

Wir werden sehen, daB in der Gl. (18) bzw. (18a) bereits die 
Tatsache des Elektronen-Brails enthalten ist. Zuvor beschaftigen 
wir uns mit der Auflosung der Gl. (17) nach p. Wir schreiben (17) 
explizite: 

4 4 

(19) ~\r P (XfSii - CCiSiiP* 

1 I 

Dabei haben wir das mit A behaftete GUed in L zweimal fort- 
gelassen, weil A eine gewohnHche Zahl und daher sioher /S A — A ^ = 0 
ist. In (19) rniissen die Koeffizienten aller vier SI einzeln gleioh Null 
sein. Wir erhalten also vier Bestimmungsgleichungen fur ) 8 : 

I a 3 +/3ai —= 0, , j/3a, —Mg/S = 0, 

I—aj-l-jSaj — KgjS = 0. ^ ' IjSwj — = 0. 

Nach (20 b) ist p mit 03 und vertauschbar. Bas ist sicher dann 
der Fall, wenn wir setzen, unter c eine gewohnliche Zahl verstanden: 

( 21 ) = c ag. 

In der Tat wird bei geeigneter Anwendung der Vertausohungs- 
regel (4 a): 

/Sog = ca^agcxa = — caiOgOg = + eoQa^a^ = OgCaiag = Og/S. 
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Die erste Gl. (20 b) wird also duroh unseren Ansatz (21) erfiillt. 
Dasselbe gilt von der zweiten Gl. (20 b). 

Gehen wir andererseits mit (21) in die erste Gleicbung (20a) 
ein, so erhalten wir zunaoKst: 

ttg + ca^a2a^ — ca^a^a,^ = 0 
Oder mit Eiicksicht auf (3) und (4a): 

(Zg — cogcti^ — = otg 2 cag = 0, 

d. h.: 

(21a) c=i/ 2 - 

Auf denselben Wert von c ftihrt aber auch die zweite Gleicbung (20 a); 
denn es ist bei analoger Umxeobnung 

— + ca^a^a^ — caga^ag = —- + ca^ag^ + ca^a^ 

= — % + 2 0%. 

^ir haben also, wenn wir (21) sogleicb auf bebebige Indizes 
kjl = 1, 2, 3 veraUgemeinern, als mogbche Auflosung der Gl. (17 a): 

(22) /3 = jutui 

und als aUgemeinen Wert des Symbols (15): 

N^i = ^ajcOCi. 

Hier wollen -wir noob wie am Ende von § 9, E eine Korrektur in 
den Definitionen von N und JIf vornebmen, indem wir in diese Defini- 
tionen den sinngemaBen Eaktor ^/2 n i aufnebmen. Dann entstebt 
aus der vorigen die folgende Gleicbung: 

1 Jh 

(23) JVfcz = ^ki “ "2 ^ 

die wir durcb die entsprecbende Definitionsgleicbung von Mj^ j 
erganzen: 

(23a) 

Wir geben jetzt auf GL (18a) zuriiok und wenden sie auf eine 
Losung der GL Lu = 0 an. Dann besagt (18a) wegen Verscbwindens 
der linken Seite, daB auBer u aucb Nj^iU ein Integral von L = 0 ist. 
Daraus ist wie in § 9, E zu sobbeBen: 

(24) Nj^iu = Gu^ 

Oder aUgemeiner gleiob einem Aggregat von Losungen 

die dieselbe Differentialgleicbung L = 0 befriedigen. 




§ 10 C. Das mechanische Moment des Elektrons. 
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Wir setzen u -unter Einfiihrmig von Polar-Koordinaten r, O’, (p 
und nnter der iibliclien Spezialisierung der Zeit-Abhangigkeit an in 
der Form; 

^ Et 

(25) u = R&0e * 


und wahlen A; = 1, Z = 2. 

Dann wird [vgl. § 9, Gi, (41) und unsere vorsteliende Verabredung 
liber den hinzuzuftigenden Faktor A/2 ^ i ]: 


71^ A du 

2%%d(p 


und unsere Gki. (23) und (24) besagen [wir reicben in diesem Falle 
mit Gl. (24), d. b. mit der euigliedrigen Form der recbten Seite aus]: 


(26) 


A du 
2 %i dtp 


1 A 

2 2 


= Gu, 


u geniigt also in qp einer bnearen Differentialgleicbung mit konstanten 
Koeffizienten; eine solohe Gleichung wird aUgemein durob die 
Exponentialfunktion integriert. Wir sind demnacb berecbtigt, zu 
setzen 


(26 a) 

wo m wegen der Eindeutigkeit von u ganzzablig sein muB. GL (26) 
lautet folgbcb 

(27) = 

Sie bestimmt zunacbst den Wert der Integrations-Konstanten G, 
Daniber hinaus lehrt sie folgendes: G hat die Bedeutung der 
Flacben-Konstanten, d. b. des Impulsmoments fur die 
z-Acbse (die Acbse O’ = 0). Dieses Impulsmoment bat nicbt, wie 
in der fruberen Theorie, den Wert m A/2 sondern es kommt ein 
Impulsmoment binzu vom Betrage 

1 A 

welches wir als Elektronen-Drall zu deuten baben. 
Der Faktor — i in (27) isfa, wie wir scbon bei GL (11a) bemerkt 
* baben, eine Art Bicbtungs-Kosinus, nambob der Kosinus der Neigung 
der magnetisoben Acbse des Elektrons gegen die z-Acbse. Wir 
konnen daber sagen: die Neigung des Elektronen-Dralls 
stimmt iiberein mit der Neigung der magnetisoben Acbse. 
Wabrend aber die GroBe des magnetisoben Moments ein voiles 
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Magneton betrug, ist das mechanische Moment nur gleich der 
Halfte der quantentheoretischen Einheit A/2 in; des Im¬ 
pulses. 

Damit ist die Hypotbese von Goudsmit-Ublenbeck niolit 
nur hinsichtlich. ihres magnetischen, sondern auch hinsiobtHch ibres 
mecbaniscben Inhalts auf rein formalem Wege abgeleitet, 
wieder obne daB wir irgend eine -willkurbcbe Modell-Vorstebung Tiber 
Struktur oder Bewegung des Elektrons zugrunde gelegt batten. 
Diese Hypotbese verbert dadurch ibren sonderbaren Cbarakter und 
wird auf eine sicbere matbematiscbe Grundlage gestellt. 

Was 'wir bier Tiber die a-Aebse gesagt baben, lafit siob naturbcb 
auf jede andere raumfeste Acbse ausdebnen, wobei jedocb gegebenen- 
falls die bei (24) vorgesebene Verallgemeinerimg statt Gu) 

zu beaebten ist. DaB wir oben die g-Acbse bevorzugt baben, liegt 
nur an der besonderen Wahl des Polar-Koordinaten'Systems, dTircb 
die die 2 -Acbse als Polarachse ausgezeicbnet wird. 


D. Transformation auf Polarkoordinaten. 

Unsere urspriingbobe Differentialgleicbung lautet in recbt- 
winkJigen Koordinaten, wenn wit die Bedeutung der £l nacb (6 a) 
und (13), diejenige von A nacb (la) eintragen und die Zeitabbangig- 
keit nacb (26) eliminieren: 

(28) F) + = 0 . 

Um sie in Polar-Koordinaten r, O’, 9 zu transformieren, fuhren 
wix im AnscbluB an Dirac die GroBe ein: 

(29) r = 'k«,cj- 

y ist eine Funktion der Koordinaten-Verbaltnisse x^ \ x^ \ also 
unabbangig von r und nur abbangig von 0 und q), aber vermoge 
des Vorkommens der a keine ETinktion des gewobnbcben Zablen- 
Bereicbs. Ersicbtbcb ist = 1 . Denn aus (29) folgt 

1 r 1 r 

also, wenn wir die Gbeder k = I Tznd I gesondert scbreiben: 

= S “I ^ + 2 } 

A; = 1 ^ k, 1 = 1 » 


§ 10 D. Transformation auf Polarkoordinaten. 
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und dies ergibt wegen (3) und (4) in der Tat 

(30) y^= L 

Wir formen jetzt das erste Glied in (28) identisch um, indem 
wir es mit = 1 mnltiplizieren. Es entsteht 

(31) 

Wiederum trennen wir die Glieder mit I = fc von denen mit 
l=l=:k. Die ersteren ergeben wegen a| = 1: 


(32) 


y -sr^ ou 

7 ? “’* 57 .= ’' 


du du 
dr * 


Die letzteren liefern mit Riicksicbt anf (23 a): 


L 

r 




du 


2%i 


(33) — y 7^ 

WO das Index-Paar h, I die Werte 1,2 oder 2, 3 oder 3,1 durohlanft. 
Hier fiihren wir die wichtige AbkiiTznng ein 

(34) X = . (pC-^CC^^i2 “f 0C20 ^s-^38 H“ 


X ist vermoge der GroBen M ein Differential-Operator, aber 
vermdge der Faktoren a kein Operator, der sick im Bereich der 
gewobnlicben Zahlen ausfiibren laBt. 

Unser Ausdruck (31) lantet daranfhin im ganzen: 



Da dies nur eine identisobe Umformung des ersten Gliedes von 
Gl. (28) darstellt, so ist (28) identisch mit; 

(86) |)'(^ + i) + |fK(^-n + ®.])« = 0. 

Diese Gleichung hangt expHzite nur von der Variabeln r ab; die 
Variabeln O’ und (p sind imphzite in dem Differential-Operator X 
und in der duroh (29) definierten GroBe y enthalten. 


E. Einfuhrung zweireihiger Matrizen. 

Erst jetzt gehen wir zum formalen Studium unserer Koeffi- 
zienten a fiber. 

Wir verfahren dabei schrittweise und begiimen mit dem trivialen 
Fall einer GroBe a und einer Variabeln x. Die Bedingungs- 
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gleichungen (3,4) reduzieren sich dann auf die eine Gleichung 
= 1, a = ± 1. Fassen wir a.als Operator auf, der auf x aus- 
zuiiben ist, so bedeutet a a; = + ic die Identitat, ax = — x 
die Spiegelung am Nullpunkt. Erstere Operation ist uninter- 

essant, letztere erzeugt aus 
jedem Piinkte P den sym- 


Fipr. .^0 a. 


/^=/ZP 0 


metrischen 
Fig. 30 a. 


Punkt Pj, vgl. 


Fig. 30 l3. 



Sodann betrachten wir den 
Fall zweier Operatoren, 
die wir aber zur Untersohei- 
dung von den fruheren a mit 
5^, fig bezeicbnen woUen und 
zweier Variabeln ajp x^. 
Die Bedingung (4) lautet 


(37) 


fij^ fig — fig 6i* 


Wir suohen also zwei 
Operationen auf, die „anti- 
kommutativ“ sind, d. k. bei 
Vertauscbung ihrer Reihen- 
folge das entgegengesetzte 
Resultat geben. Die Bedingungen (3), also == Ij sind 

daneben unw^esentlich, da sie sick naoktragHck durok Normierung 
der beiden Operationen (ffinzufugung je eines skalaren Faktors) 
erfiiUen lassen, okne daS dadurch die Bedingung (37) in Mitleiden- 
sckaft gezogen WTirde. 


Wir wahlen und Sg als Spiegelungen, fi^ als Spiegelung an 
einer Ackse als welcke wir die sc^L-Aokse nekmen konnen, fig als 
Spiegelung an einer Aokse Ag, die mit den Winkel y bilden moge 
(vgl. Fig. 30 b). fi^ verwandelt einen bekebig angenommenen Punkt P 
in Pj^, fig denselben Punkt in Pg. Der kombinierten Operation fig 
(erst fig, dann fij^) entspreoke ebenso der Punkt P^g, der Kombination 
fig fii der Punkt ^21* Wir sokreiben die Winkel auf, unter denen 
diese Punkte, von der ajj^-Achse gezaklt, liegen, wobei g) der zum 
Ausgangspunkt P gekorende Winkel sein moge: 


p Pi p. _ p^, 

(p, —(p 9 + 2(y —gj) —(p — 2{y — <p) 


P 


21 


— 9? + 2 (y + qp) 






§ 10 E. Geometrische Deutung zweireiliiger Matrizen. 31S 

E>ie Eorderimg (37) ist gleichbedeutend damit, daB und P^ 
sueinander diametral Kegen, ihre Wizxkel sicli also um % untersblieiden 
Pollen. Das besagt: 

—.qp-f 2 (y + 9 })-fgj-)- 2 (y — <p) ==4y = 4:3r. 

Die Achsen und Ag miissen also miteinander einen 
Winkel von 45® bilden. Unser Besixltat ist eindeutig bis auf 
3iiie gemeinsame Drebung der Achsen in ihrer Ebene und abgesehen 
davon, welohe von beiden vdr oder nennen woUen. Auch 
die Bedingungen == 1 sind offenbar bei unseren Spiegelungen 

jrfiilit, so daB es in diesem Fade unnotig ist, besondere Normierungs- 
B'aktoren hinzuzufugen. 

Unser Resultat erinnert an die Symmetrie-Charaktere der 
SZristallographie. Sprechen wir von einem „zweidimensional- 
5:ubisohen“ Kristall, d, h. von einem Quadrat, so sind dessen 
5Symmetrie-Elemente: Spiegelung an den Seiten und Spiegelung 
hJx den Diagonalen. 

Wir schreiben jetzt die linearen Transf ormationen auf, die 
ien Operationen Si und entsprechen. £^2 seien die Koordinaten 
ies Ausgangspunktes P, x[, die des transformierten Punktes P^ 
32TV. Pg. Wir haben ersichtlich in iibliober schematischer Schreib- 
veise: 


1 

[ i 





' a:' 

1 1 

10 ^2 j 


0 1 

1 

1 

0-^1 


1 0 


Welches Schema entspricht dann den Folgen und 1 Wir 
intersuchen dies der AUgemeinheit wegen zunaohst an den allgemeinen 
rransformationen 


1 

1 

!Cl 


1 

f 


*"3 

A 

x' 

1 } 


®12 

B \ 

' x' 

1 

611 



1 =»!. 

^21 

®22 

1 

[ 


^22 


Wir wenden also, um AB zn bilden, auf den schon duroh B trans- 
formierten Punkt x[, die Operation A an und erhalten einen 
Punkt Xj, x's'f namhch: 

— ^11^1 “h ^12^2 — ^11(^11^1 ^12 ^a) ” 1 “ ^12(^21^1 ^22^^2) 

(®ii ^11 “ 1 “ ^13 ^31) (^n ^12 " 1 “ ^12^22) ^ 2 ) 

^2 ~ ^21®22^2 ~ H~ ^12 “1” ^22(^21®"! 4" ^^22®^2) 

(%1 ^11 ^22 ^21^ H” ^12 4" ^22 ^ 22 ) 
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Das Resultat ist die sohon S. 37 definierte „Matrizen-Multipli- 
katioii“, nux hier iibertragen von den unendHch-gliedrigen auf die 
zweigliedrigen Schemata. Die „ztisammengesetzte Matrix” AJ3 
wird also gebildet nach der Regel: Zeile von A mal Kolonne von -S 
und wird dargestellt durch das Schema [k = 1,2): 


AB 


_ ^ _ 

S % k 1 2 % k ^k 2 

^2 23 ^2 k ^k 1 !2 % k 2 


Angewandt anf nnsere Operationen und gg ®3?giht die Regel 
offenbar, wenn wir weiterhin die Variabeln x fortlassen: 


(38) 


0 

11 

C — "" " 

0 - 

-1 

— 1 

Oj’ 

*21 - 

1 

0 


wie 61. (37) fordert und wie wir bereits im AnschluB an Fig. 30 lb 
festgestellt haben. 

Zu den beiden Grundoperationen nehmen wir die darans 

abgeleitete Operation gg nachdem wir sie ebenso wie 

und gg normiert haben. Wir setzen also 


— c gg 

und bestimmen c aus der Forderuog = 1. Dies hefert offenba^i? 
= — 1, c = denn es gilt wegen (37) 


glggglgg == — gj^2g^2 _ __ 1 


Unsere drei Operationen lauten also bei dieser Normierung von 
mit Riicksicht auf (38) 


(39) 


0 


fia = 


0 i 


^ i 0 


Sie erfiillen nicht nur die Bedingung g| = 1, sondern auch fiir 
jedes Paar von Indizes h, I die Bedingung 

(39 a) SkBi=—8iak, 


Man zeigt dies entweder durch Ausreehnung der betreffenden 
Matrizen oder einfacher auf Grund der Definition von gg durolx 
die folgenden Gleichungen: 


(^ 1^3 - 
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Es ist von Interesse, auch die auf — 1 normierten GroBen zu 
betrachteuj obwohl sie sich von den auf 1 normierten e nur un- 
wesentHch, namJich nur urn den Eaktor i unterscheiden, Wir nennen 
sie ^ 3 ^, 62 , 3^ und baben 


(40) 


S^ = isi = 


i 0 


0 i 


0 — 1 

0 —i 

) ^2-^^2 - 

i 0 

} ^8 - ^^3 - 

1 0 


Auch sie verhalten sich naturlioh wie die s antikommutativ. Aber 
es bestehen zwischen ihnen uberdies die zyklischen Beziehungen 

(41) ^1^2 ^81 ^ 2^8 ^2* 

Wir erkennen dies aus dem Zusammenhang der 3 und s: 


^1^2 — ^^^1^2 — ^^3 — ^31 

^2^3 = ^^£2^3 = 

^ 3^1 ^ 3 ' 

Infolgedessen sind die <3 identisoh mit den von Hamilton ein- 
gefuhrten Einheiten i, j, Jc der Quaternionen-Theorie. (Die doppelte 
Benutzung des Buchstabens i als Quaternionen-Einheit und als 
gewohnliohe imaginare Einheit ist hier unvermeidlich.) In der Tat 
werden die Quaternionen-Einheiten bei Hamilton definiert durch 
die mit (41) identischen Beziehungen 

ij=h, j h — i, hi = j, 

zu denen noch die Normierungs-Bedingungen = h^ = — 1 

und die Vertauschungsregeln ij= — j % usw. hinzukommen, in 
voUkommener tJbereinstimmung mit unseren Rechenregeln fur die 5. 

Die Quaternionen-Einheiten bzw. unsere GroBen 3 biiden, 
wenn man sie dmch die reelle Einheit i 1 erganzt, eine abgeschlossene 
Gruppe von vier Elementen, die sich bei beHebigen Multiplikationen 
in sich reproduziert, eine „Vierergruppe“. Von unseren s .gilt wegen 
ihrer abweichenden Normierung das gleiche nur dann, wenn man 
sie auBer durch die reellen auch durch die imaginaren Einheiten 
i erweitert. 

Die Quaternionen-Einheiten sind bereits von Pauli in die 
Theorie des Elektrons eingefuhrt worden. Daran ankniipfend hat 
Dirac die zweidimensionalen Paulischen zu vierdimensionalen 
Matrizen ausgebaut. Wir werden bierauf spater zuriickkommen. 
Einstweilen geniigen unsere auf Pauli zuriickgehenden zwei¬ 
dimensionalen Matrizen. 

Unsere Matrizen e haben Hermiteschen Charakter [sind 
konjugiert imaginar zur Haupt-Diagonalen, vgl. 63 in (39)]. Es 
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ist interessant, zu bemerken, daB es im Gebiete dreier Variabler 
Matrizen dieses Charakters, welche zugleich antikommutativ 
sind, niobt geben kann^). Die Existenz vierdimensionaler Matrizen 
tmd ihxe Zuriicldiilirbarkeit aiif unsere zTOidimensionalen beruht 
offenbar auf dem Umstande, daB 4=2.2 ist. 

E. Integration in den Winkel-Koordinaten. 

Wir konnen aus dem Flaohensatz nook mehr Nutzen ziehen, 
als bereits in Abscbnitt C geschehen. Wie in § 9 , E hervorgehoben, 
laBt sich der Momenten-Operator iterieren. Dabei handelt es sioh 
jetzt urn den Operator N, Gl. (23), der nacb {18a) und (24) ein Integral 
der Gl. L = 0 ist, nicht um den urspriinglicben Operator M. BMen 
wir also 

(42) =Nl2 + N!,+Nl„ 

so gilt auoh fiir (ij [0 (18 a) analoge Gleiohung N^L = LN^\ 

also wird, wenn u eine Losung Ton jL = 0 ist, auch N^u eine Ldsung 
derselben Gleicbung, woraus die zu (24) analoge Beziebung folgt: 

(43) . N^u=:Du; 

D ist eine neue ,,Integrations-Konstante“, die wir alsbald zu 

iii+i) 

dem fniheren-Gesamtimpuls der Bewegung entspricht. Im Sinne 
des Torigen §, S. 299, entspricht unserem fruheren ?; aber 
ist im Gegensatz zu nicht „konstant“, worauf bereits S. 114 
hingewiesen wurde. 

Wegen (23) lautet (42) in ausgerechneter Form: 

Hierbei ist die Defmitiona-Gleichixag (34) fiir X und die aus den 
Vertauschungsregeln folgende Gleicbung 

(44) {ciiKiY = ataiutai = — alcti = — 1 • 

benutzt. Gl. (43) schreibt siob hiernaoh 



— 1 bestimmen werden, wo j halbzahlig ist und voUig 


Ich verdanke denBeweis hierfiir meiaemKollegenDr. S. B o chne r. 
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In X kommen die Prodnkte a^ag, agOj vor. Wir 

woUen zeigen, daB sie unseren drei Quatemionen-GroBen d zu- 
geordnet werden konnen. DaB sie ihnen in ihren allgemeinen 
Eigensciiaften entsprechen, ist klar; denn sie verhalten sich wie 
letztere antikommutativ nnd sind auf — 1 normiert [vgl. (44)]. 
Im einzelnen gestaltet sich die Zuordnung wie folgt: 

Das Rechnen roit zweireihigen Matrizen besagt zunachst, daB 
wir weiterhin nicht eine unbekannte Funktion u, sondern ein 
Funktionen-Paar u^,U 2 zu betrachten haben, welches an die 
Stelle des Variabeln-Paares im vorigen Abschnitt tritt. Es 

bedeutet daher z. B. 8 ^ u nach GL (40), entsprechend der ersten 
Oder zweiten Zeile dieser Matrix: 


^ lO . -Wj — = — iu^ 


Die beiden Funktionen setzen wir im AnschlnB an (25) 

und (26 a) an in der Form 


2 7Ci 


£t 


2 Tti 




JSt 


(46) 

also mit versohiedenem m (sowie mit verschiedenem R, @), 
aber natiirlich mit gemeinsamem Eigenwert E, der fiir den ganzen 
Zustand, nicht fur die einzelne Znstands-Variable charakteristisch 
ist. Diesen Ansafcz (46) fiihren wir in (27) ein. Da rechterhand die 
Konstante C stehen soU, d. h. ausfuhrlicher gesagt, die GroBe (7% 
in der ersten, Cu^ in der zweiten Zeile der Gleichung, so darf bei 
unserem Ansatz (46) fiir die g?-Abhangigkeit der u die linke Seite 
von (27) jeweils nur die Faktoren % und in der ersten und zweiten 
Zeile aufweisen. Dann aber muB die linkerhand in (27) vorkommende 
Matrix aia 2 die Diagonalform haben. Die einzige der drei 
GroBen 8 ^, dg* welche diese Eigenschaft besitzt, ist Es folgt also 

(47) KjKj = . 

Gl. (27) geht hiernach Tiber in die folgenden beiden Aussagen: 

Schreiben wir weiterhin m-^ = m, so folgt aus (48) 


(48) 


(48 a) 


= w + 1, 


4 7C 
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Nachdem wir gleich. di gesetzt haben, bleiben fur die 

beiden anderen Produkte und die Quaternionen-GroBen 
dg imd 4 iibrig. Wir wahlen 


(49) 


OitjtCiB 




1 


0 


also cCoDi. = z= 


0 


und werden alsbald zeigen, daB die umgekehrte Wahl mit unserem 
Ansatz (46) im Widersprueh steht. 

Unsere GroBe X in (34) bestimmt sich daraufhin folgender- 
maBen: t. 


2 7ti 


-,X 






-f- “f- 


Hier setzen wir aus Gl. (23 a) in diesem und Gl. (41) und (41a) im 
vorigen § ein und erhalten: 


(50) 


X = 


I s. a. <^“2 I •^“2\ 


dip 


■ du. ^ .du, .duj\ 

[-’7^ 


Die erste Zeile ist in alien drei Gliedern mit die zweite mit 

^iim + i)(p multipliziert, -wie aus der Darstellung von 
Gl. (46) und der Bedeutung von Gl. (48 a) folgt. Dies ist 

notig, wenn anders Gl. (45) erfuUbar sein soU. Unsere Wahl (49) 
hat sich also bewahrt; die umgekehrte Wahl wtirde zu einer in den 
einzelnen Gliedern von X verschiedenen Abhangigkeit von gp fiihren 
und ist daher auszuschlieBen. 

Ebenso vde unser X ist auch Gl. (45) zweireihig zu schreiben. 
Sie lautet nach Herausheben des Faktors e^'^^P bzw. 
sowie der Zeitabhangigkeit: 


(51) 


+ l)ctg«-E2®3 + ^ = 0, 


d®^ 


A^R^®^ — imotg&R,®, -f- iJ2, 

Q/V’ 

nut den voriibergehenden Abkurzungen 

^23Ei\“ „„ 3 


= 0 , 






3 


-i)) + m+ 1 — 


Hier muB sich nun auch die O’-Abhangigkeit herausheben, wenn 
diese Gleichungen fiir alle Werte von 0 zusammen bestehen soUen. 
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Das ist der FaU, wenn in der ersten bzw. zweiten Gleiohung der 
Faktor von i bzw. i E^ proportional nut bzw. ©g wird, und 
wenn auBerdem die beiden Faktoren und von -O' unabhangig 
W'erden. Die erste Bedingnng verlangt 


(52) 


(m + l)otgd®a 4- ^ = a@,, 


— mctgd’©! 



= 


wo die beiden bier eingefiibrten Proportionalitats-Faktoren a und h 
Konstante sind. Elimination von ©g aus (52) liefert fur ©^ die 
Diff erentialgleichung: 




m(m + 1) — ab ■ 




sin® O’/ 


0 . 


Dies ist nach Gl. (lb) auf 8.10 die Differentialgleichung der Kugel- 
funktion 


(52 a) ©j = P^(cosO), 

wenn wir machen 


(53a) (l^ + 1) = m (m + 1) — ab. 

Ebenso ergibt die Elimination von ©^ aus (52) 

1 / / I A i^+iy 


ab- 


)®a = 0 . 


dd' ^ \-v- y 

also abermals' die Differentialgleichung einer Kugelfunktion, namlich 


von 


(52 b) ©2 = P® + 1 (cos O), 

wo jetzt 

(53b) Zg (Zg + 1) = m (m -j~ 1 ) — ab. 


Der KugeKunktionen-Ansatz (52a, b) fiir ©i, ©g geniigt aber aucb 
der anderen Bedingung, die wir an die Erfiillbarkeit der Gin. (51) 
stellten, namHcb die Konstanz der Faktoren A^. Denn 
bedeutet gerade den Differentialausdruck der Kugelflaoben-Funk- 
tionen [Gl. (43 a) in § 9], so daB in der ersten bzw. zweiten Gl. (51) 
vermoge (52 a, b) wird (man beachte aucb den Faktor hj^Tti in 
der jetzigen Definition von M): 


(54) 


M^= ^ 3 (^ 4 + 1), A^== — 1)— D '1 — -j-' 


Sommerfeld, Atombau und Spekbrallinien. Erg.-Bd. 


21 
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Hier haben wir abkiirzend gesetzt 

(54a) D' = (-^) D, 

Aus (53 a, b) folgt unmittelbar 

k (h + 1 ) = (^1 + 1 ) 

und daraus entweder k — k oder k— — (^i "I" !)• die I 

als Eigenwerte des Kugelfunktionen-Problems notwendig positiv 
sind, mnssen wir die zweite Alternative ausschlieBen; wir konnen 
also schreiben 

(64b) k=k = I- 

Aus (53 a, b) ergibt sich dann noch 
(54e) ab = m {m 1) — I (I + 1). 

Durch (62) ist aber auob a und b oinzeln bestimmt, nandich 
(54d) 6 = — 1, os = Z(i + 1) — «»(m+ !) = ({ — m){l -|- + 1). 

Sodann folgt aus (61) nach EUmination der Ej mit Rucksioht 


auf (52); 


0 = 


ib A„ 


= AjAa + ab. 


Setzt man A^, A^, k> k (54b, c) ein, so ent- 

steht eine quadratisohe Gleiohung fiir D', die wir mit der Abkiirzung 
| = Z(Z+l) + f + E' 

schreiben konnen: 

— § = Z(Z + 1) Oder (| — |)® = (i + i)* cder g = |±(Z + i), 
mithin 

(55) E' = |±(Z + i) - Z(Z + 1) -1 = ±(Z + I) - (i + kf. 

D' laBt sick au’ch schreiben 

-Q+m-ii 

entsprechend dem positiven oder negativen Zeichen in (66). Setzen 
wir also 

(55 a) Z TI = ? == Bahnimpuls + Elektronendrall = Gesamtimpuls, 
so nimmt D' die Form an 

Daraus folgt nach (64a) 

D - j (j + 1) 


D' 


\2jt^ 
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und nach (43) 

VTO+T)^- 

Wir finden also aucit hier wieder die charakteristische Er- 
setziing von p dnrch j (j 1) und sehen iiberdies, vie die Quanten¬ 
zahl j nicht durch eine besondere Hypothese eingefiihrt vird, sondern 
aus der Struktur der Gleichung L = 0 und aus ihrem Integral 
von selbst hervorgeht. 

Den zwei Werten von D' in (55) entsprechen zwei Werte 
unseres Operators Z. Wenden wir namlich Gl. (45) auf eine der 
beiden Losungen oder an, so wird fiir diese jedenfaUs 

M^u = 

und Gl. (45) liefert 

[-/(J+l) + X-|-i)>=0, 

also folgt 

Xm = p (Z + 1) +1 + I»> = [Q + i)* + 1 + D'] u 

= [i±(^ + -D]“- 

Wir haben also fur beide Funktionen u 

(56) entweder Xu^ (Z+l)^^ oder Xu = —lu. 

Dieser Umstand weist zum ersten Male darauf bin, daH wir 
mit unserem Funktionen-Paar, d. h. mit unserem zweidimensionalen 
Matrizen-Schema nicht auskommen. Der doppelte Wert von X 
zeigt, daB es nicht zwei, sondern zweimal zwei Funktionen 
gibt («!, u^, die miteinander gekoppelt sind. 

Wir vervoUsttodigen zunachst die Darstellung unserer bisherigen 
Funktionen u^, % i^i^d erganzen sie dann durch diejenige der noch 
einzufiihrenden Funktionen Wg, Wenn wir von dem aUen u ge- 
meinsamen Zeitfaktor absehen, hatten wir nach (46), (48a), (52a, b) 
und (54 b) 

Pf (cos d') u^ = (cos d) 

Zwischen B^ und iZg besteht aber noch die z. B. durch die erste 
Zeile von (51) ausgedriickte Beziehung. Sie besagt mit Riicksicht 
auf (52): 

(57) El + ^ a iSg = 0, 

21 * 
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wobei wegen (54) und (55) gilt . 


(67a) Ai= - m - i/i H= (Z + y^)- 

Au8 dem Machensatz folgte unser Wert D' in (55), weloher als richtige 
Integrations-Konstante samtlichen Losnngen gemeinsam sein muB. 
Das doppelte Vorzeichen in (55) bedeutet also nicht zwei verschiedene 
Werte von JD', sondern vielmehr zwei verschiedene Mogliohkeiten 
der Zuordnung von Z zu D'. 

Beziehen wir definitionsweise das obere Vorzeiohen in D' 
auf W 3 ,, das untexe^) auf u^, so haben wir 


= 




7 --Si 
Z — m ^ 


und als DarsteUnng fiir 

\ = i2jPj^(cosO')e^^9’, 

Uq = - -^ 1 (cos O’) ^P. 

^ I — m ^ ^ ^ ' 

Der entsprecbende Ansatz f-Qr lautet: 

(59) ^3 = PgP^' (cos 0) ^ (cos O) 

Wir haben dabei bereits benutzt, daB die neuen Zahlen V, m' 
den aus dem Plaohensatz gezogenen Polger ungen (48 a) und (54 b) 
geniigen rniissen. 

Nachdem wir in (55) das obere Vorzeichen fur Z bzw. 
ausgewahlt haben, gehort das untere Vorzeichen zu V bzw. W 3 , M 4 . 
Wir schlieBen also aus (55): 

+ G + i) - G + If = -{i' + h)- G' + W 

xmd. dies ist gleichtedeutend mit 

{I' + 1)2 = p. 

Daraus folgt 'wegen des positiven Ghaxakters von Z und Z' eindeutig: 

(60) Z' = Z - 1. 


(58) 


DaB man nicht fiir und % das gleiche Vorzeichen 

in Ai, D' nehmen darf (also etwa fiir % bis das obere oder das untere), 
folgt daraus, daB sonst nach (55) bis den gleichen Z-Wert (in der 
Kugelflachenfunktion) bekamen, -und das wiirde heiBen, daB M^u 
== const. u ware mit derselben Konstanten fiir alle u — was un- 
moglich ist. Denn M^u kann kein Integral von = 0 sein, weil 
{M^L — LM^)ui:: 0 (vgl. Absatz C). 
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Alls (60) ergibt sioh. noch die Einschrankung 
(60 a) 1 ^0, 

weil sonst V negativ werden wiirde. 

Aus der Znordnung der Vorzeichen in (55) zu ^ 

Uq, und V folgt ferner, daB anch in (66) der erste Wert zu Z, 

der zweite zu V zuzuordnen ist. Gl. (56) lautet demnach jetzt 

(56 a) Xu = (Z + 1) w ftir u == u-^, 

und 


(56b) Xu = — Z'?^ = (— Z + 1)^ fiir u = u^, u^. 

Wir fassen die beiden Falle mit Hilfe der vierreihigen Matrix 


(66 c) 


10 0 0 

0 10 0 

0 0—10 
0 0 0 —1 


in eine einzige Form zusammen: 

(61) Xu = (1 + 8 l]u, 


Ebenso wie D' oder D ist aucb die in (24) eingeftilirte Grofie G 
eine ricbtige Integrations-Konstante des Problems, -welcbe denselben 
Wert fiir %, u^ wie fiir u^, u^ haben mufi. Daraufbin zeigt (48) un- 
mittelbar 


m = m. 


Um unseren Ansatz (59) vollends zu prazisieren, haben wir 
Gl. (57) mit B^ statt B^ und mit dem unteren Vorzeichen 
von in (57 a) zu benutzen; dabei ist Z duroh Z' == Z —> 1 zu ersetzen. 
Wir erhalten so 


22 ,= 


und schliefihch 


+ i 
I -f- 




u^ = B^P^_ ^ (cos -O’) 

~ I ' J j L ^ 

Mit den Gin. (58) und (62) sind aber noch nicht alle Moghch- 
keiten unserer Integration erschopft. Wir hatten ja bei Gl. (57 a) 
auch das untere Vorzeichen von auf U 2 beziehen konnen. 
Dann vertauschen sich einfach die Werte von u^, u^ mit denen von 
^ 3 j ^ 4 > wobei es naturlich erlaubt ist, den radialen Bestandteil von 


(62) 



326 


Kap. H. Sterlings- und Beugungsprobleme. 


bzw. 1 % nach wie vor i?i bzw. zu nennen. Die Losungen, die 
dadurch entstehen, wollen wir noob hinschreiben: 


(58 a) 


(62 a) 


u = —^— B Pf + J e* + b f 

* Z-f m ^ 

(Ug = 

L = Pm + iei(«‘ + l)9’. 

* Z —»i ® * 


Terner ist dann: 


Xu = (— I l)u fiir u = 

Xu = (Z + 1)^ flir u = Wg, u^^ 

(61a) d. h. = (1 —£Z)m, 

mit derselben Matrix e wie in Gl. (56 c). Die zwei Losungssysteme 
tinterscheiden sich also in X nur durch. das Vorzeichen von Z, wie 
man durch. Vergleich von (61a) mit (61) erkennt. Fiir I gilt wieder 


6. Bestimmung der vierreihigen Matrizen 


Wir zeigen zuerst, daB gleich unaerer Matrix s aus GL (66 c) 
sein mu6. Dies folgt daraus, daB {X — \)u zugleich mit u ein 
Integral unserer Gleichung = 0 ist, oder anders ausgedruckt, 
daB 

(63) a^(X-l)u:=^ Fu, 

wo F eine gewohntiche Integrations-Konstante (keine Matrix) ist. 
Wegen (61), (61a) ist namlioh (63) gleichhedeutend mit: 


(64) ± ^4 ^ ^ 

Hieraus aber folgt ^) X = ± Z und a 4 e = J: 1, also wegen a/ == 1: 


(65) 


= i £ = dt 


1 0 
0 1 
0 0 
0 0 



0 

0 

0 

1 


^) Dabei sind die zwei Vorzeichen in X = i Z nicht etwa den zwei 
Losungssystemen (58), (62) und (68 a), (62 a) eindeutig zugeordnet; es 
kann vielmehr zu jedem System F I gehoren, also auch 04 = dr 5 * 
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Es bleibt nocb zu beweisen, daB [X — 1 ) wirklicb ein Integral 
der Gleicbnng i = 0 ist. Das Kriterium bierfiir lautet; 

(66) 0^4 — 1) (-^ — 1) == 0. 

Beim Beweise nehmen wir in ( 66 ) das Glied mit dem Faktor — 1 
voraus, namlich 

(66 a) — a^L -|- La^. 

Da sich 04 gegeniiber jedem der drei Sunimanden ag Sl^y 

ag iStg von L anti-kommutativ, gegeniiber den beiden iibrigen 
und A dagegen kommutativ verhalt, wird (66 a) gleicb 

(66 b) 2 

Sodann betrachten wir eines der drei Glieder 
(Xkai^hh 

aus denen sicb X zusammensetzt. Indem wir die zykliscb ver- 
aUgemeinerte Gl. (14) benutzen, formen wir iim 

nnd erhalten als Beitrag dieses Gliedes zu ( 66 ) 

(660) il^z + u^oik0^i{cciSlk — ocjcSli)^ 

Hier ist der zweite Summand gleicb 

-|- a^cciSiii 

und gibt iiber alLe drei Gbeder von X summiert 
3 3 

(66 d) 2 2 2 2 ^4 Siij, 

1 1 

Er hebt sicb also gegen (66 b) auf. Scbbefibcb zeigt man, daB 
aucb der erste Summand in (66 c) verscbwindet fur aUe Glieder 
von L, mit Ausnabme desjerdgen, dessen Index — sagen wir j — 
von k, I und 4 verscbieden ist. Dieses Glied befert namlicb 

2 u^cCkaiccj£ljMjii, 

Summiert man es iiber alle drei Indexpaare fc, Z = 1 , 2, y = 3, 
k,l= 2,3, ^‘ = 1 und h,l= 3, 1, j = 2, so erbalt man 

und es ist leicbt zu verifizieren, daB aucb dieser Beitrag verscbwindet, 
weil iig M -^2 + -^23 + *^2 “^31 gl^^cb NuU wird. Somit ist 

Gl. ( 66 ) bewiesen. 
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Nachdem wir in (65) die Bedeutung von gefunden haben, 
konnen wir nunmehr auch a^, Og, Og bestimmen. Als Ausgangs- 
punkt dient uns die Relation 

«*£ = ^ = lj2,3, 

die unmittelbar ans tmserer Forderung (4) folgt. 

Setzen wir ganz aUgemein an 

A. 


ajt = 


A\x ^13 

Aqx •^22 


A. 


"41 • • ^44 I 

SO ergibt siob wegen (56 c) (nach. Regel: Zeilen mal Spalten von S. 316, 
angewandt auf unsere vierreihigen Matrizen): 

A, 


ajts = 


— aa* = 


A 

A 

A 

^A 
— A 
A 
A 


11 

A\% 

^13 


21 

A 22 

'^38 

Ag^ 

31 

-^32 

-^33 

-^84 

41 

^42 

“^43 

-^44 

11 

“^13 

-^13 

-^4 

21 

-^23 

-^23 

^24 

81 

•^32 

-^38 

-^34 

41 

A 42 

-^43 

^44 


Daraus folgt, daB im Schema aller drei aj^, nur die rechten oberen 
und hnken unteren Halb-Quadrate besetzt, die tibrigen Halb- 
Quadrate von NuUen ausgefiiUt sind. Die a* sind also abermals 
auf zweireihige Matrizen zuruckfiihrbar, die wir bei a und a' 
nennen woUen, bei Ug, Og bzw. b und b', c und c': 


(67) 


0 a 
a! 0 


0 b 
V 0 


0 c 
d 0 


AuBer den a, ,, .d bedeuten bier auch die Nullen zweireihige 
Schemata. 

Die Bedingung 

1 = ocl 

sagt dabei aus, daB 


aa' 0 
0 a'a 


( 68 ) 

sein muB; ebenso 


a a' = a' a — 1 (= Diagonal-Matrix) 


(68 a) 


6 5' = 6' 6 = 1, c c' = c' c = 1. 
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SchlieBlicli bilden wir nach. (67) und vergleichen das 

Resultat der Multiplikation mit der Darstelliing (47), (49) in Ab- 
schnitt F: 


(69) 




I ^‘2 



5 , 0 

!«8 01 

5 , 0 

" ' 

0 5 , 

’ jOdsj’ 

— 0 5 ^ 


In dieser vierreibigen Form geschrieben (die ^ sowie die 
Nullen sind zweireibige Matrizen) besagt die Darstellung, ent- 
sprecbend unseren Schliissen in F, da6 sie ebensowohl fur das 
Variabelnpaar wie fiir gilt. Andererseits folgt aus (67) 

bd 0 I 
0 6'c|’ 


(69 a) 




aV 0 
0 a'b 


Der Vergleich beider Werte von ergibt 
ad = a^b = d,, 

Multiplikation mit a bzw. a' gibt nach. (68) 

(69b) b = d = a'8^, 

und gegenseitige Multiplikation nach (68 a) mit Eucksicht auf die 
Normierung = — 1: 

1 = adj^a'd^^ = — ad^a\ 

(70) 8 ^a=^ady 


Gleichzeitig gilt 

(70a) 8 ^a’=—a’d^, 5^6 = —65^, 8 ^d =—d 8 ,. 

Man berechnet aber mit Eucksicht auf (40): 


8 ^a = 

i 0 

0 — i 


(Xjl ftjg 

^ai ^22 


i ffljj 

— » ^21 

i Ojj 

— i (*22 

— a 8 ^ — 

«11 ®12 1 
^21 ^22 


1 

o 

O 

= ■ 

— i dll 

i (*21 

» ®ia 
* (*22 


Daraus folgt wegen (70) 

(71) <^11 = <^22 ” 

Ebenso aus (70a) 

(71a) Otii = %2 ^11 ^22 ^11 ^22 

In den Matrizen a, a\ b.d bleiben also zunachst je zwei 
Elemente; diese sind aber nach (68) wechselweise reziprok: 

(72) ^13^21 ^31^12 
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Ebenso iiach (68 a) 


(72a) 

und nach (69 b) 




la. 


'129 


^ 12^21 - 


^21 - ^^219 


^21 ^12 - 1 


bi2 - — ^21 - ^ 0 ^ 21 * 


Zusammenfassend baben wir, wenn wir 
setzen: 


(73) 


C &12 = ^21 = 2 

0 llq 
\Ip 0 ’ 

0 — i/ff . 
ijp 0 

Bisber baben wir nur die erste der Relationen (69) verwertet. 
Die zweite befert be' 4 und von da aus wegen (68 a) 

und (40) 


a = 

o 

O 

9 

a' = 

b = 

0 - 
iq 

■ ip 
0 

, &'= 


(73 a) 


C = OOq == 


c' = = 


0 — ip 


0 -- 1 


— ip 0 

iq 0 


1 0 


o 

1 

1 

o 


o 

1 


O 

1 

\ilp 0 


1 0 


1 

o 


Es gilt aber aucb wegen (68 a) 

piq 


cc = 


0 


0 

— qjp 


= 1, 


und das bedeutet 
(74) q=-p. 

Die GroBe p bleibt unbestimmt. Denn wir seben sofort, daB 
die aus (67), (73) und (73a) folgenden Darstellungen der a: 


(75) 


' 

0 

0 

0 

T 


0 

0 

0 • 

— ip 

// ' 

0 

0 

— p 

0 


0 

0 - 

— ip 

0 

— 

0 

— l/2> 

0 

0 

, OCg - 

0 

ijp 

0 

0 

< 

Ijp 

0 

0 

0 


ijp 

0 

0 

0 


0 

0 - 

— ip 

0 






(Xo - 

0 

0 

0 

ip 







ijp 

0 

0 

0 






>. : 

0 

— i/p 

0 

0 







zusammen mit unserer DarsteUung von den Ausgangs-Eorderungen 
(3) und (4) fiir die a bei bebebigem p geniigen. Es ist daber aucb 
niobt notig, die in den Gin. (69) entbaltenen weiteren Bedingungen 
zu bebandeln, da diese von selbst erfullt sein mtissen. 
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Im nachsten Abschnitt werden wir auBer den a aueh die Pro- 
dukte a a notig baben: 


' 

0 

0 

0 

— P 


0 

0 

0 

ip 


0 

0 

p 

0 


0 

0 

ip 

0 

aj6 = 

0 

— 1/p 

0 

0 

, a^£ = 

0 

i/p 

0 

0 


1/23 

0 

0 

0 


ijp 

0 

0 

0 


0 

0 

ip 

0 





/y e <' 1 

0 

0 

0 

— ip 





W3 1 — 

i p 

0 

0 

0 






0 

— i'P 

0 

0 






Hier sollte eine Betrachtung iiber das Verhalten der a bei Lorentz- 
Transformationen anschlieBen. Nach ihren Definitionen als vier- 
reibige Matrizen andern sich die a bei einer ortbogonalen Sub¬ 
stitution wie Vierer-Vektoren. Dasselbe tun die Sii nacb S. 121. 
Der genaue Nacbweis der Invarianz von 2 ^ 0 * in Gl. (5) bedarf 
aber nocb naberer Betracbtungen, die wir bier unterdrucken miissen. 


H. Die radialen Diff erentialgleicbungen 
des Kepler-Problems. 


Wir geben auf Gl. (36) zuriick, und zwar bescbMtigen wir uns 
zuerst n\ir mit den Gleicbungen, die zum Ldsungssystem (58), (61) 
und (62) geboren, das wir zur Abkiirzung I neimen woUen; die 
Gin. (58a), (61a) und (62a) soUen dann System II beiBen. 

Indem wir y aus (29) und X aus (61) einsetzen, erbalten wir 

fur Gl. (36): 


(77) 



1 + eI\ 


^{a,{E-V) + E,}u. 


Fur asjfe scbreiben wir: 

= r smd' cos 9 ?, x^ = r sin -O’ sin 9 ), x^ = r cos 
a. und ajs entnehmen wir auB (75) und (76), und zwar zun^hst 
aus der ersten Zeile der betreffenden Matrizen. So ergibt sich als 
erstes Glied von (77): ^ 

y Sin » cos + u,-ip sin <p (^ + —) 


, I —^ 
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Oder, bequem zusammengefalJt 

( 77 . 1 ) p ^ 

Entsprechend fiir die folgenden Zeilen: 

(77.2) — P (^ + "T”) ^c+ — i cos S-mJ , 

i’i'i, 3) — {sin ^e- — i cos S'ttj}, 

^ • 

Wir schreiben jetzt die erste der in (77) zusammengefabten vier 
Gleichungen bin, indem wir in (77, 1) u^, ans (62), % aus (58) 
einsetzen, unter Beriioksichtigung von (65) 

p a-e- -R^eM™ +1> »> (cos «•) 

(78) < — i cos 0- Pj P*^ ^ (cos S’)} 

2 3C 

= -^ [+ (-^ — 7) — O’). 

Man siekt, dafJ die g^-Abhangigkeit berausfallt; das gleiche ist fiir O' 
der Eall^). Gl. (78) schreibt sich daher, wie man unscbwer nack- 
recknet: 

(79,1) .■!>(^ + ifi)ii, = |f[+(®-F)-i5.]ii, . 

Die zweite Zeile von (77) gibt genau dasselbe Resultat. Wir woUen 
den Nackweis kier nickt bringen — er bietet keine Sohwierigkeit, 
aber auck kein Interesse. Eiir die dritte Zeile kommt: 

Die vierte Zeile gibt wieder dasselbe wie die dritte. 


^) Zum Beweise bemitze man die bekaimten Eormeln: 

ccP2_ j + ? P^^ Pi-^i = ® Pj ^Pil 
durch fortgesetzte Differentiation gewinnt man entsprechende Formeln 
fiir die zugeordneten Funktionen. Man rechnet beqnemerweise P 3 
und Pj vermittelst der bei (58) nnd (62) angegebenen Bezieknngen 
aiif P 4 nnd nm. 
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Betrachten wir jetzt den Fall des Systems II, so andert sick in 
(36) ntir X, nnd zwar wird in X nach der Bemerkung zu 61. (61a) 
einfack + I durck — I ersetzt. Somit bleiben die Gin. (77, 1 bis 4) 
ungeandert bis auf den Ersatz von bez. =p I durck bez. I im 
Operator ^ ,^7 


denn die Berecknung der Matrizen a^, a^, ist von der Wakl der 
Systeme I oder II ganz unabkangig. 

Man bekommt dann fiir die erste und zweite Zeile von 61. (77): 

(80,1) + = 

und fur die dritte und vierte Zeile: 


Man siekt nun sofort, daiS die Gin. (79, 1, 3) in (80, 1, 3) 
ubergehen, wenn man I durck — I ersetzt und umgekehrt. Wir 
konnen also die zwei Gleickungspaare in eines zusammenfassen, 
wenn wir setzen^): 

Dann kaben wir namlich: 


(81) 


. /d 1 —* 

•*’(rr+ 


-(- + 

ip\dr 


r 

1 + h 








Fiir i p flihren wir nock die Abkiirzung g ein: 
(82) ip=^ 


^) Die Bezeichnung k soli an die azimutale Quantenzahl h der alteren 
Theorie erinnem und hat mit ihr gemein, daB jetzt wie friilier & = 0 
ausgeschlossen ist, 61. (60a). Der ^S-Term ist in der jetzigen Bezeichnung 
durck & = 1 gegeben (vgl. S. 339), gerade so wie in der alteren Quanten- 
tkeorie. Unser jetziges k unterscheidet sick aber von dem friilieren 
dadurch, dafi es auBer den positiven aueh die negativen ganzen Zaklen 
durchlaufen soli. Dirac gebraucht statt h den Buchstaben j (ebenfalls 
mit doppeltem Vorzeichen). Uns scheint diese Bezeichnung nioht 
gllicklich, da man j auch kiinftig fiir die nicht zu entbehrende innere 
Quantenzahl aufheben muS. In diesem Sinne haben wir j bereits S. 318 
und^ 322 benutzt. Unsere Bezeichnung stimmt mit derjenigen von 
O. G. Darwin, Proc. Roy. Soc. 118, 654 (1928) iiberein. 
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J. Die Feinstrukturformel. 

Der erste Schritt zur Integration besteht, wie immer, in der 
Untersnchung des asymptotisehen Verhaltens. Wir streichen also 
in (81) alle GKeder mit I Jr, zu denen auch V gebort und behalten: 

Hier machen wir den fiir lineare Differentialgleichnngen mit kon- 

stanten Koeffizienten charakteristischen Ansatz 

(83) 

und finden als Bedingungsgleichungen 

Daraus folgt unter der Annahme B < Eq (Linien-Spektrum) und 
bei Auswabl des ricbtigen (positiven) Vorzeichens der Wurzel 

(83a) 1 = -f- I? 

Ahnlich wie friiher beim Kepler-Problem benutzen wir als un« 
abbangige Variable ^ _ 2 Ar, 

und erganzen den asymptotiscben Ansatz (83) zu einem exakten, 
indem wir als abbangige Variable zwei Funktionen v-^ und von q 
einfubren (Stricbe bedeuten Differentialquotienten nacb ^): 

= v^e-Ql% 


(84) 


dE, 

dr 

dE, 

dr 




Daraufbin ergeben die Gin. (81) nacb Division mit 2 A und nacb 
Weglassung des Faktors 


(85) 




[2! 1 +E — E, 


1 +E- 


2 }/E’^. 


Ih- 

1)^.- 
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Fiir V haben wir den fiir das Kepler-Problem maBgebenden Ausdruck 
— Ze^/r gesetzt, so daB 

y _ 2 jre® Z _ aZ 

he he T r 

(a = Feinstruktur-Konstante) wird. 

Indem wir zur Untersuchung des Nukpunktes iibergehexi, 
setzen w an 

= ?’' S “vP’’, «s = P’’ S ^P* 
mit dem gleichen Exponenten y, aber mit verschiedenen Koeffi- 
zienten b^. y bestimmt sich darans, daB wir in (85) denKoeffi- 
zienten von 9 ^”“^ auf beiden Seiten vergleichen: 

— {y \ + k)% = ±aZ gr(y 4 - 1 — *)60 = + 
y 

Beim gliedweisen Multiplizieren beider Gleichungen faUt 
heraus und es bleibt 

(y + 1 )^ — 7{;2 =: — 

woraus bei richtiger (positiver) Wahl des Vorzeichens der Qnadrat- 
wurzel folgt: 

(86) y = — 1 + VF — cc^Z\ 

Wir berechnen nun die Rekursionsformel fiir die cb^i by, indem 
wir die Koeffizienten der Potenz 9 ^ + ’' in den Gin. (85) beiderseits 
einander gleichsetzen. 

Dabei fiihren wir voriibergehend die Abkiirzungen ein 


(87) 

, 4-JS7 — 

-®o 

/a — 

+ E- 








und nehmen die GHeder mit 

1 

J + 1 

nach links, 

diejenigen mit 

a^, 

nach rechts: 







(v + 1 + y + 1 + 

ay ^ 1 

Q 

"^aZb 

V + 1 - 

i( 


(88) < 





1 


(v+l + y+ l — fc) 

K + 1 

+1 

+ 1 — 

"" 1 , 

•(6v9'4-/2«v)- 


Hier zeigt sich zunachst, daB die Determinante der ay, by auf 
der rechten Seite gleich Null ist: 

I/s' h 
h 9 


= 1 — 1 =0, wegen fj, = 1, 
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diejenige der + K + i Jinten Seite aber nicht. Be- 

stimmen wir also die sOj dafi die reohten Seiten Null werden, 

so verscliwindeii notwendigerweise die K + i ebenso 

aUe folgenden Koeffizienten. Unsere Rekursion brioht also ab. 
Die Bedingung des Abbrechens (Polynom-Bedingung) 
lautet daber: 



Urn das Verhaltnis jby auf einem zweiten Wege zu bestimmen, 
verfabren wir folgendermaBen: Wir ersetzen in (88) + 1 durcb v 

und multiplizieren die erste der entstebenden Gleicbungen mit gr, 
die zweite mit Dann werden die recbten Seiten einander gleich, 
also aucb die linken Seiten. Wir baben: 


(v y “|~ 1 H" Qiy c& Z by^ — 9^/i 1 lil fiCcZ c&y. 

Daxaus folgt 


( 90 ) 


^ gfi(v + y + l — Jc)±aZg 

by v + + ^ + 


Dies gilt fur jeden Index v. Soil die Rekursion fur ein vor- 
gegebenes v, sagen wir ftir v = abbrecben, so baben wir nacb (89) 
und (90) zu setzen: 

■— (% + y + 1 — + -7~ = ’^?- + )'+l + ^+ 

h 

also mit dem Werte (86) von y bei gehoriger Zusanamenziebung 

™ I i/rii _.9 /ZQ (1 




ist der gemeinsame Grad der solcberweise entstebenden Poly- 
nomial-BestandteiLe von Vi und Nacb der Bedeutung von ist 


+ 



E 

iEl ^ 


Gl. (91) besagt also 



\e) 

^_ a^Z^ |-V2 

{ur + 



(92) 
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Dies ist die Feinstruktur-Formel (27) aus Kap. 6, S. 417, 
mit geringfugigen Anderungen in der Bezeiohnungsweise. Sie ist 
aus der Diracschen Theorie des Elektrons gleichzeitig von W. Gor¬ 
don^) und 0. G. Darwin^) abgeleitet worden. 

Die Unstimmigkeiten der wellenmechanischen Behandlung in 
Kap. I, § 9 sind jetzt beseitigt. Gegeniiber der alteren Tbeorie in 
Kap. 6 besteht der Fortschritt darin, daB jedes Term-Niveau 
doppelt zahlt, wegen des doppelten Vorzeichens von h, mit 
Ausnahme des bei gegebener Hauptquantenzahl n jeweils 
hochsten Niveaus, genau so, wie es Fig. 11 verlangt. 

Wir zeigen das so: die Hauptquantenzahl n ist jetzt als Quanten- 
summe bestimmt durch 

(93) TO = )i^ + |Z!|, 

entsprechend dem Nenner der Termformel (92) flir a = 0, in dem 
ja die Quadratwurzel nach Definition von y in (86) positiv zu nehmen 
und daher fur a = 0 in | ^ | iibergeht. Das energetisoh hochste 
Termniveau ist dasjenige, fiir welches = 0 wird; es entsprioht 
den Kreisbahnen der alteren Theorie. Nach (93) ware fur dieses 
Niveau \ h\-= n, also A; = Wir -uberzeugen uns aber leicht, 

daB nur entweder A; = + zulassig ist, wenn wir namlich b 

wahlen, s. Gl. (65), oder nur /c = — wenn — a sein soil. 

Dies ruhrt her von der Sonderstellung, die der Fall = 0 
in der Bekursionsformel einnimmt. Mit = 0 werden die Poly- 
noniial-Bestandteile in Vg vom nuUten Grade, also bez. gleich 
(Zq und 6o. Statt der Bekursion (88) haben wir dann fiir die 
beiden Gleichungen zu erfullen: 

I (y + 1 + *!) aolo + oiZ = 0, 

^ l(y+l-fc)6ofi'±«2o, =0. 

Daneben gilt wegen (89) fizr v == =0: 

(95) f" = - gfv 

Unsere Bestimmung von y in (86) sorgte dafiir, daB die Determinante 
der Oq, 6o ^ verschwindet; wir bekommen also aus (94) und (95): 

^) Zeitschr. f. Phys. 48, 11 (1928). 

2) Vgl. das Zitat in Anm. 1, S. 333. 

Soramerfeltl, Atombau und Spoktrallinien. Erg.-Bd. 22 
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also mit Riicksicht auf (86) und (87) 


(96) 


_ —E ^ Eq 

yp — + k ~ 


i 

i 


Eq-\- E 
E^-^ E 
. — E 


Wahlea wir nun -{- a, so gilt von den beiden vorstehenden 

Werten der obere, positive. Die Unke Seite ist aber nur dann 
positiv, wenn ik>0 ist. Darans folgt notwendig ^ = + 
Fiir = — 6 viirde in gleicber Weise < 0, also h==: — n folgen. 
In jedem FaUe ist das oberste Niveau = 0, Kreisbabn) einfach, 
wie behauptet wurde. 

Wir werden uns nun im einzelnen klar maohen, wie die Zuordnung 
der Quantenzablen zu den verscbiedenen Niveaus zu erfolgen hat. 
Wir wahlen etwa w = 3. [ ifc | hat dann nach (93) die Werte 1, 2, 3, 
wahrend gleichzeitig gleich 2, 1 , 0 wird. Nach der Definition 
von k gilt: yfc = Z mit Z = 1, 2, 3 . . . Dieses Z ist aber keineswegs 
mit dem ,,Azimutal-Quantum*' Z der Schrddingerschen Theorie 
(Kap. I, § 7) identisch. Um beide Zahlen zu unterscheiden, nennen 
wir das Z dieses § nunmehr A. 

Den Zusammenhang von h und Z finden wir, wenn wir in 
den Differentialgleichungen (85) unseres Problems zur Grenze 
c = oo iibergehen. Dann mussen ihre Losungen mit denjenigen der 
S chr 0 ding er schen nicht-relativistischen Gleichung ubereinstimmen. 
Wir setzen 04 = + a; dann gehort das oberste Niveau zu k = n, 
die tieferen Niveaus zu ifc = ± (?i — 1), ± ( 9 i >— 2), . . . Wegen 
0^4 = + e ist in alien Gleiohungen (dieses und des vorigen Abschnittes) 
das obere Vorzeichen zu benutzen. Lassen wir c —00 wachsen, 
so mbssen wir aus (81) die Schrodingersche Differentialgleichung 
des Kepler-Problems erhalten. Es ergibt sich durch Elimination 
von aus den Gin. (81) die Beziehung^): 


(97) 


2d fe(fc —1) 
r dr 



wo E ^ W + Eq gesetzt wurde [vgl. auoh S. 133, Gl. (40 a)]. Sie 
stimmt bis auf imwesentliche Anderungen in der Bezeichnung mit 
GL (3) von S. 71 iiberein, wenn wir 


(98) 


Z{Z+ 1) == fc(fc~-l) 


^) J ?2 verschwindet fur c —> co, wie man sich an Hand von (81) 
leicht iiberlegen kann. 
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macheu. Polglich ist I — h — 1 oder = — h, uiid zwar habeii 
wir wegen des positiven Charakters von Z fur & > 0 : 

und fur jfc < 0 : 

(99b) 1 = ^h=: \k\^h. 

Die zugehorigen /-Werte (innere Quantenzahlen) bestimraen sich 
nach (61. 55 a) von S. 322 fiir A: > 0, d. h. fiir System I zu: 

(100 a) / = Z + 14 = it 1 + 1 /^. 

Man bat dabei zu beachten, daB 61. (97) und (98) sicb auf 
also auf und damit auf das untere Vorzeichen in 61. (55 a) 

beziehen. j vird also gleich ^/g fiir = 3, 2, 1 . Anderer- 

seits liefert Z; < 0 

( 100 b) j=l^i/,=.\k\ - 1 / 2 , 

denn fiir Z? < 0 gilt System II und wir miissen in (55 a) die Vor- 
zeicben umkebren (vgl. die Ausfubrungen auf S. 324 und 325) 
und dann wieder das zu u^,u^ geborige Vorzeichen in (65 a) be- 
nutzen. Wir baben also j — fiir fe = — 2 , — 1 . 

Die gesamte Zuordnung von Quantenzahlen und Niveaus 
ergibt sich in unserem Falle ?!, — 3 aus dem folgenden Schema: 
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Die Niveaus mit verschiedenem \h\ bilden relativistische 
Dubletts. 

Die im allgemeinen doppelte Natur der Energie-Niveaus von 
gleicbem | (Abschrrmungsdubletts), aber verschiedenem 
Vorzeichen von bleibt dagegen im reinen Coulomb-Eeldelatent. 
Sie auBert sicb aber sofort, wenn ein Magnetfeld oder ein inner- 
atomares ZentraKeld hinzutritt, d. b. im Zeeman-Effekt oder im 
FaUe wasserstoff-unahnlicher Atome. Damit ist der alkali-artige 
Oharakter des Wasserstoffs gegeben, wie er in Eig. 11 durch die 

22 * 
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neue Bezifferung (rechts) postuliert wurde. Die Folgen dieser 
Bezifferung fiir die friiher besprochenen Auswahlregeln lassen sich 
jetzt quantitativ herleiten aiis der KugeMuiibtionen-Darstellung der 
. ,u^. Ebenso laBt sicL. der anomale Zeeman-Effekt beiWasser- 
stoff und den AHtalien zwanglanfig behandeln, sowie die Systematik 
der Terme bei allgemeinen Atomen anf eine siohere quantitative 
Basis stellen. Wir miissen aber Mer abbrechen, nachdem wir uns 
tiberzeugt haben, dafi der Weg zu aU diesen Eragen duroh die 
Wellenmechanik und die Diracsche Verfeinerung derselben frei 
gemacht ist. 
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